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本章将建立一个基本框架，以了解电子-电子 (e-e)、电子-离子 (e-i)和离子-离子 (i-i)
相互作用如何影响固体的性质。首先证明，电子和离子的自由度是可以分离的。产生这种

分离的原因是离子和电子在固体中的速度相差很大；大致上，电子的速度是离子速度的

1000倍。因此，电子将离子视为其运动的静态背景。这种物理图像是 Born-Oppenheimer
近似的核心。

1 基本 Hamiltonian

从一开始就考虑总 Hamiltonian，有助于理解如何将电子运动与离子运动分开。分
别用Ri和Pi表示第 i个离子的位置和动量，用 rj 和 pj 表示第 j个电子的位置和动量。

假设所有离子都具有质量M 和核电荷 Ze。总 Hamiltonian为

H =
∑
i

P2
i

2M
+
∑
j

p2
j

2m
+
(Ze)2

2

∑
i,i′

1

|Ri −Ri′ |
+
e2

2

∑
j,j′

1

|rj − rj′ |
−Ze2

∑
i,j

1

|rj −Ri|
(1)

这个 Hamiltonian不包括外电场或磁场，也不包括各成分之间的磁相互作用。最后三项
分别是 i-i、e-e和 e-i相互作用。为了在此 Hamiltonian中取得进展，我们根据电子的结
合程度将其分为两组-核电子和价电子或传导电子-取决于它们的结合程度。这种分离是
有用的，因为核电子会随原子核移动。而传导电子或价电子则在整个固体中输运。考虑

到这种分离，可以得到

H =
∑
i

P2
i

2M
+

∑
j=cond.elec.

p2
j

2m
+
∑
i,i′

Vi,i′ (|Ri −Ri′ |)

+
e2

2

∑
j,j′=cond.elec.

1

|rj − rj′ |
+
∑
i,j

Vei (|rj −Ri|) + Ecore

(2)

作为分割的 Hamiltonian。在式 (2)中，Vi,i′ 和 Vei 分别代表离子间的有效势和价电子与

离子间的有效势。核电子的能量为 Ecore。在 Na 的例子中，总 Z 为 11，轨道填充为
1s22s22p63s。只有一个未成对的价电子。在这种表示中，离子的有效电荷为 Z = 1。

2 绝热近似

为了简化式 (2)，我们将核运动与电子运动分开，这种分离是合理的，因为离子的质
量比电子大得多。通常m/M ∼ 1/1200至 1/500000。表征展开式的小参数是 (m/M)1/4。

现在要说明的是，离子速度与 Fermi速度的比值为 (m/M)3/4。因此，相对于电子，离

子基本上是静态的。这样就可以在假设离子固定在平衡位置的前提下求解电子运动。离

子运动的影响可被视为微扰；也就是说，电子会根据离子运动进行绝热调整。从离子

的角度来看，电子的快速运动产生了它们所感受到的整体平均电子势。这种分离就是

Born-Oppenheimer近似的本质。
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图 1: 间距为 a的离子晶格。每个离子在简谐势阱中振荡，其离原点偏移相对于离子间

距来说很小。偏移大致为 δ ∼ (m/M)1/4 a ∼ 10−4a，其中 m为电子质量，M 为离子质

量。因此，相对于电子自由度，离子基本上可以被视为是固定的。离子为电子运动提供

了一个固定的、几乎是刚性的背景，这就是 Born-Oppenheimer近似的本质。

为了理解离子与电子速度和能量的相对数量级，假定离子在简谐势阱中独立运动，

其形式为 Vosc = Mω2R2/2，其中 R 表示离子偏离其原点（或平衡位置）的程度。考

虑将一个离子移动晶格间距 a。这样做所需的能量 ∼ Mω2a2/2，基本上是扭曲电子波

函数所需的能量，因此能量为 ℏ2/2ma2 量级，而这又是电子动能 p2F/2m的量级。因此

Mω2a2/2 ∼ p2F/2m。求解 ω可发现

ω ∼ (m/M)1/2
ℏ

ma2
(3)

然而，对于简谐势阱中的离子，P 2/2M = ℏω/2，或等价地，离子速度的平方是 ℏω/M。
将这一结果与 ω的结果结合起来，可以看到

vion ∼ (m/M)3/4 vF ∼
(
10−2到10−3

)
vF (4)

估算一下离子从平衡位置移动了多远。对于位移 δ，Mω2δ2/2 ∼ ℏω/2。代入 ω ∼
(m/M)1/2 ℏ/ma2，可以得到离子位移

δ ∼ a (m/M)1/4 ∼ 10−4a (5)

这可以忽略不计。就电子而言，离子是静态的。可以通过小量 δ/a或 (m/M)1/4的微扰

级数计算电子自由度的作用。还要注意的是，由于 P 2/2M ∼ ℏω/2 ∼ ϵF (m/M)1/2 ≪ ϵF，

离子动能相对较小。

Born-Oppenheimer 近似的形式构建首先假定整个波函数是多电子位置 r ≡ {rj} 和
离子位置R ≡ {Rj}的函数，并可展开为

Ψ(r,R) =
∑
n

Φn (R)Ψe,n (r,R) (6)

其中 Ψe,n (r,R)（以 n为指标）是一组固定离子位置 R的电子-离子问题的解。离子波
函数 Φn (R)一方面描述了在位置R上发现的离子的振幅；另一方面，它们可以被视为

电子波函数的膨胀系数。Ψe,n构成了一个完备的正交集合。因此∫
drΨ∗

e,n (r,R)Ψe,m (r,R) = ⟨en|em⟩ = δnm (7)
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再加上核波函数的正交性条件，∫
dRΦ∗

n (R) Φm (R) = δnm (8)

完整的电子-离子波函数是归一化的，

⟨Ψ(r,R)|Ψ(r,R)⟩ = 1

根据 Φn和 Ψe,n遵循的运动方程来确定每个膨胀系数。接下来，将公式 (2)重写为

H = Ti + Te + Vii + Vee + Vei + Ecore (9)

其中 (9)的项与 (2)的项之间存在一一对应关系。(9)的本征值方程为

(Ti + Te + Vii + Vee + Vei + Ecore)Ψ = EΨ (10)

(Ti + Vii + Ecore)Ψ +
∑
n

Φn (Te + Vee + Vei)Ψe,n (r,R) = EΨ (11)

注意到 Te + Vee + Vei 只作用于乘积波函数的电子部分，从而简化了这个方程。令

Ee,n (R)为一组固定核坐标下电子系统的能量。因此，核和电子的本征值方程∑
n

(Ti + Vii + Ecore + Ee,n − E) ΦnΨe,n = 0 (12)

及

(Te + Vee + Vei)Ψe,n (r,R) = Ee,n (R)Ψe,n (13)

可以分离。

将核本征值方程乘以 Ψ∗
em = ⟨em|r,R⟩并进行积分：∑

n

∫
drΨ∗

e,m (r,R)TiΦn (R)Ψe,n (r,R) + (Vii + Ecore + Ee,m (R)− E) Φm (R) = 0 (14)

由于矩阵元 ⟨en|Vii (R)|em⟩涉及纯代数算符，因此只有对角元。而动能项则有非对角元；
显式有∑

i

〈
em

∣∣∣∣ P2
i

2M
Φn (Ri)

∣∣∣∣en〉 =− ℏ2

2M

∑
i

∫
drΨ∗

e,m (r,R)
[(
∇2

Ri
Φn (R)

)
+2 (∇Ri

Φn (R)) · ∇Ri
+ Φn (R)∇2

Ri

]
Ψe,n (r,R)

(15)

由于 ∇2
R 只作用于积分第一项 Φn (R)，因此得到的矩阵元是纯对角的。暂时忽略动能

矩阵元中的最后两项，得到∑
n

(Ti + Vii + Ecore + Ee,n (R)) Φn (R) =
∑
n

EnΦn (R) (16)
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或等价地，

[Ti + Vii + Ecore + Ee,n (R)] Φn (R) = EnΦn (R) (17)

这可作为核自由度的本征值方程。式 (13)和 (17)是 Born-Oppenheimer方法的主要结果。
在核本征值方程中，Ee,n (R)是积分掉电子自由度后产生的有效核势。(17)的解将描述
离子的声子模式。

为了证明这种对离子动能项处理方法的合理性，要分析式 (15) 中三个贡献的相对
大小。首先需要核波函数的合理精确的形式。就我们的目的而言，在推导离子速度时使

用的简谐近似就足够了。在此情况下，

Φn ∼ e−Mω(R−R0)
2
/2ℏ (18)

其中R0是离子的平衡位置。因此

ℏ2

2M
∇2

Ri
Φn ·Ψe,n ∼ ℏ2

2M

(
Mω

ℏ
δ

)2

ΦnΨe,n ∼
(m

M

)1/2

ϵFΦnΨe,n (19)

现在来看式 (15)中的第二项。电子波函数变化的逆长度尺度是 ∇R ∼ 1/a。因此

ℏ2

2M
∇Ri

Φn · ∇Ri
Ψe,n ∼ ℏ2

2M

Mω

ℏ
δ

α
Ψe,nΦn ∼

(m

M

)3/4

ϵFΦnΨe,n (20)

且
ℏ2

2M
Φn∇2

Ri
Ψe,n ∼ ℏ2

2M

1

a2
Ψe,nΦn ∼ m

M
ϵFΦnΨe,n (21)

显而易见，核动能矩阵元的最大贡献来自∇2
Ri
Φn。主要原因是 Φn的梯度比Ψe,n的梯度

大 (M/m)1/4 倍。因此，去掉式 (15)中的最后两项会产生 (m/M)1/4 数量级的可忽略误

差。

在m/M 的最低阶，忽略离子动能并令 R = R0。基态电子波函数为 Ψe,n=0 (r,R
0)；

其相应的能量 Ee,n=0 (R
0)遵循 Schrödinger方程[

Te + Vee + Vei

(
r−R0

)]
Ψe,n=0

(
r,R0

)
= Ee,n=0

(
R0

)
Ψe,n=0

(
r,R0

)
(22)

随后的基态核波函数和能量可以通过有效势 Ee,n=0 (R
0) 求得。如果在一个简谐振子模

型中考虑对平衡离子位置的偏离，则每个低能态的总能量为

En = Ee,n

(
R0

)
+ Ecore + Vii

(
R0

)
+
∑
q

ℏωq

(
nq +

1

2

)
+非谐波项 (23)

3 紧束缚近似

根据前面的讨论，等效电子问题为

He = Te + Vee + Vion (r) (24)
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其中

Vion (r) =
∑
i,j

Vei

(
rj −R0

i

)
(25)

这里的 Vion (r)是离子在平衡位置产生的电子所感受到的势。近似地讲，这个势是周期

性的。将所有单体项归纳为 he (r) = Te + Vion (r)。简化后的电子 Hamiltonian为

He = he + Vee (26)

本书的其余部分将主要讨论这个 Hamiltonian。

有必要仔细研究一下 Hamiltonian的单体部分。上一章中把金属中的电子看成是不
与任何离子绑定的自由粒子。这当然是错误的。电子知道离子的存在，并与之发生强烈

的相互作用。那么为什么可以把电子看作是自由的呢？事实证明，如果从Wannier提出
的局域图像出发，最终还是会得到相同的答案。Hamiltonian 单体部分的解是由一组周
期性 Bloch波来描述的，对于动量为 k的第 n个能带，

unk (r) = eik·rcnk (r) (27)

这里 cnk (r)是一个具有晶格周期性的函数。由于 Bloch函数是完备的，可以通过适当展
开在特定的晶格位点R上构建一个局域态，

wn (R, r) =
1√
N

∑
k

e−ik·Runk (r) (28)

因为 Bloch态是正交的，所以Wannier态也是正交的，

⟨R′|R⟩ ≡
∫

drwn (R, r)w∗
m (R′, r) =

1

N

∑
k,k′

∫
dre−ik·R+ik′·R′

unk (r) u
∗
mk′ (r)

=
1

N

∑
k,k′

e−ik·R+ik′·R′
δm,nδk,k′

= δR,R′δm,n

(29)

直接计算即可得出。关于Wannier状构成正交基的说法有些问题。如果通过使用与Wan-
nier态相关的态矢 |R⟩的完备性关系，用Wannier态来重写 he，

he =
∑
R,R′

|R′⟩⟨R′|he|R⟩⟨R| (30)

定会得出结论，Hamiltonian 不含非对角矩阵元。也就是说，如果两个相邻位点上的
Wannier态没有任何重叠，那么 Hamiltonian的任何矩阵元都应为零。Wannier基实际上
形成了一组正交基，这意味着除最近邻之外，波函数没有可观测的振幅。这就是紧束缚

近似，由此产生的 Hamiltonian被称为紧束缚 (TB) Hamiltonian。限于最近邻，将 TB模
型的参数定义为

⟨R|he|R⟩ ≡ E0 (31)
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最近邻矩阵元为

⟨R|he + δ|R⟩ ≡ −t (32)

其中 δ是位点R到最近邻的单位矢量。Hamiltonian简化为

HTB = −t
∑
R,δ

|R⟩⟨R+ δ|+ E0

∑
R

|R⟩⟨R| (33)

无论底层晶格的形式如何，紧束缚模型都可以通过 Fourier变换精确求解，

|R⟩ = 1√
N

∑
k

e−ik·R |k⟩ (34)

由此得到的 Hamiltonian，
HTB =

∑
k

E (k) |k⟩⟨k| (35)

取决于一个参数，即能带结构

E (k) = E0 − t
∑
δ

eik·δ (36)

能带 E (k)定义了动量为 k的无相互作用粒子的能量，因此是自由粒子色散的 TB类比。
TB模型可以看作是自由粒子问题的晶格类比。
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