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我们可以从无相互作用电子和声子的角度来理解金属的基本性质。例如，金属的低

温比热是电子产生的温度 T 线性项和声子产生的与 T 3成正比的项之和。这一结果源于

无相互作用粒子的图像。非磁性杂质散射所限制的电导也可以用无相互作用电子气很

好地描述。此外，从单电子能带理论的知识中，可以发现金属、绝缘体和半导体之间的

本质区别。无相互作用模型的显著成功是自相矛盾的，因为电子和离子既有强烈的自相

互作用，它们之间也有强烈的相互作用。在取得成功的同时，无相互作用模型也存在巨

大的缺陷，最明显的是它无法描述内聚能、超导性、磁性等老问题，以及掺杂 Mott绝
缘体、Kondo问题和分数量子 Hall效应等新现象。我们首先回顾无相互作用电子气的物
理原理，只有在开发出处理电子相互作用的方法后，才能阐明无相互作用模型如此有效

的原因。

金属中的电子是自旋为 ℏ/2的量子力学粒子，服从 Fermi-Dirac统计。单个电子的
Hamiltonian为 p̂2/2m，其中 p̂为电子动量（算符），m为电子质量。其本征态是 eip·r/ℏ/

√
V

形式的平面波，乘以一个自旋因子，其指定了电子自旋在方便轴（通常为 ẑ）上的投影，

即 σ/2，其中 σ = ±1；这里 V 是系统体积。N 个无相互作用电子的 Hamiltonian（算符）

Ĥ =
N∑
i=1

p̂2i
2m

(1)

就是各个粒子的动能之和。在这种情况下，本征态是被占据的单粒子平面波态的乘积。

每个平面波态最多只能被一个给定自旋的电子占据。用分布函数 fpσ 来标记这些本征

态，如果单粒子动量-自旋态被占据则为 1，否则为 0。在基态中，最低的 N/2个单粒子

态被自旋相反的电子双重占据。因此，在基态（温度 T = 0），分布函数为

fpσ = Θ
(
µ0 − p2/2m

)
(2)

其中 Θ(x) 是海维塞德函数，Θ(x > 0) = 1，否则为 0。这里的 µ0 是零温电子化学势，

在这种情况下就是 Fermi 能，即最高占据态的能量 p2F，其中 pF 是电子的 Fermi 动量。
Fermi温度 TF等于 µ0/kB。

以 fpσ 表示，电子总数为

N =
∑
p,σ

fpσ (3)

在基态，可以用积分来代替求和，并求得 T = 0时的电子密度：

ne =
N (T = 0)

V
=

2

V

∑
p<pF

=2

∫ pF

0

dp

(2πℏ)3
=

p3F
3π2ℏ3

(4)

粒子间的平均间距基本上就是包含单个电子的球体半径 re,

4πr3e
3

ne = 1 (5)
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因此，根据式 (4)，粒子间距的尺度为

re =

(
9π

4

)1/3 ℏ
pF

= 1.92
ℏ
pF

(6)

与晶格间距相当。对于 re = 1rA，发现 Fermi 速度 vF = pF/m ≈ ℏ/mre ≈ 108cm/s ≈
c/300，其中 c是光速。（相对论效应对于基态电子的运动通常并不重要）。传统的方法

是使用无量纲比率 rs = re/a0，其中 a0 = ℏ2/me2是 Bohr半径；这个量可以衡量电子密
度。致密极限对应 rs ≪ 1，稀疏环境对应 rs ≫ 1。在金属中，rs在 2到 6之间变化。事
实上，铯是所有金属中最稀疏的一种。正是这个较大的 rs 值导致了铯密度的不均匀性。

还可以利用式 (4)求解零温化学势

µ0 =
(
3π2
)2/3 ℏ2

2m
n2/3
e (7)

对于钠，µ0 = 3.1eV；通常在金属中，µ0在 1到 5 eV之间。

Li Na K Rb Cs

rs 3.25 3.93 4.86 5.2 5.62

系统的总能量是按单粒子能量 ϵp = p2/2m加权的被占据态的总和：

E =
∑
p,σ

ϵpfpσ (8)

在 T = 0时，能量为

E0 =
p5FV

10mπ2ℏ3
=

3

5
Nµ0 (9)

根据热力学关系 P = − (∂E/∂V )T,N，可以得出基态压力 P0 = 2µ0ne/5。这个量的量级

为 106atm，完全来自粒子之间的排斥原理。

在有限温度下，我们定义了介于 0和 1之间的分布函数，用于测量单粒子态的平均
占据。对于在化学势 µ下处于平衡状态的系统，

fpσ =
1

eβ(ϵp−µ) + 1
(10)

是 Fermi-Dirac分布，其中 β = 1/kBT。Fermi-Dirac分布函数使给定能量和电子数下的
熵最大化。一般来说，熵 S 由微观状态数W 的对数给出，

S = kB lnW (11)

与系统的宏观热力学状态一致。对于电子问题，微观态以动量 p为索引，占据数为 0或
1。然而，分布函数 fpσ 是所有动量态的光滑函数。为了构造这个函数，将动量态分组

为单元，每个单元包含 gi个动量态和 ni个粒子。因为每个单元包含 gi个动量态，∑
i

gi · · · =
∑
p,σ

· · · (12)
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对于第 i 个单元，ni 个粒子在 gi 个状态下的不同分布方式的数量由组合因子 Wi =

gi!/ni! (gi − ni)!给出。对Wi应用 Stirling近似

lnN ! ≈ N (lnN − 1) (13)

得到

lnWi ≈− ni ln
ni

gi
− (gi − ni) ln

gi − ni

gi
(14)

= −gi

[
ni

gi
ln

ni

gi
+

(
1− ni

gi

)
ln

(
1− ni

gi

)]
(15)

其中，ni/gi 是第 i个单元中占据态的分数。事实上，ni/gi = fi 就是所寻求的光滑分布

函数。如果我们把这个表达式代入 lnWi的方程，就会得到熟悉的熵的结果，

S = −kB
∑
p,σ

[fpσ ln fpσ + (1− fpσ) ln (1− fpσ)] (16)

其中利用式 (12)将对单元的求和转换为对自旋和动量态的求和。为了得到分布函数，我
们在粒子数和能量固定的约束条件下使熵最大化。将 S − E/T + µN/T 对 fpσ 求极值，

发现

0 = ϵpσ − µ− kBT ln
(
f−1
pσ − 1

)
(17)

这意味着 fpσ 是式 (10)中的 Fermi分布函数。

现在根据热力学关系计算热容

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

(18)

为了计算熵对温度的导数，要考虑熵的一般变分

δS = −2kB
∑
p

δfp ln
fp

1− fp
= 2kB

∑
p

δfp
ϵp − µ

kBT
(19)

= 2V kB

∫
dp

(2πℏ)3
δfp

ϵp − µ

kBT
(20)

与分布函数 fpσ有关。通过引入单位体积的单粒子态密度，可以进一步简化这一表达式

N (ϵ) = 2

∫
dp

(2πℏ)3
δ (ϵ− ϵp) (21)

=
1

π2ℏ3

∫
p2

dp

dϵp
δ (ϵ− ϵp) dϵp (22)

N (ϵp) =
mp

π2ℏ3
(23)

这里的关键点在于单粒子态密度是动量的线性函数。这个量的等价写法是 N (ϵp) =

(dp/dϵp) (p
2/π2ℏ3)。如果用态密度来重写 δS

δS =
V

T

∫
dϵpδfpN (ϵp) (ϵp − µ) (24)

得到了一个积分，可以使用 Sommerfeld展开进行求值。虽然这种展开是标准的，但还
是要回顾一下。
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0.0.1 Sommerfeld展开

考虑形式如下的积分

I =

∫ ∞

0

dϵf (ϵ)h (ϵ) (25)

其中 h (ϵ)是任意光滑函数，f (ϵ) = 1/
(
eβ(ϵ−µ) + 1

)
。对 I 进行分部积分：

I =

∫ ∞

0

f ′ (ϵ)H (ϵ) dϵ (26)

其中

H = −
∫ ϵ

0

h (x) dx (27)

由于 f ′ (ϵ)在化学势处有强烈的峰值，因此可以在 ϵ = µ附近用 Taylor级数展开 H，

H (µ) + (ϵ− µ)

(
∂H

∂ϵ

)
ϵ=µ

+
1

2
(ϵ− µ)2

(
∂2H

∂ϵ2

)
ϵ=µ

+ · · · (28)

由此得到一系列形式如下的积分

Lj = −
∫ ∞

0

(ϵ− µ)j f ′ (ϵ) dϵ (29)

要计算。对于 j = 0，L0 = −f (∞) + f (0) = 1。在其余的积分中，可以将下限替换为

∞。令 x = β (ϵ− µ)，则有

Lj =
1

βj

∫ ∞

−∞
xj ex

(ex + 1)2
dx (30)

由于 j 为奇数时，被积函数为 x的奇数，因此只有偶数 j 存在。Lj 的前几个值是

L0 = 1 (31)

L2 =
π2

3
(kBT )

2 (32)

L4 =
7π4

15
(kBT )

4 (33)

因此，系统地得到了 I 的级数展开：

I =

∫ µ

0

h (ϵ) dϵ+
π2

6
(kBT )

2 h′ (µ) +
7π4

360
(kBT )

4 h
′′′
(µ) + · · · (34)

对于与温度无关的函数 h，该展开的第一项与温度无关，因此在固定的 µ下，∫ ∞

0

dϵδf (ϵ)h (ϵ) =
π2

3
h′ (ϵ = µ) k2

BTδT (35)

是 fp随温度变化时的领头项。
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现在回到低温熵的计算上来。我们要计算固定粒子数下熵的温度变分。首先计算固

定 µ的，然后证明这里可以忽略固定粒子数下化学势随温度的变化。如果现在将式 (35)
代入式 (24)，就会发现单位体积熵的变分，

δs =
π2

3
k2
BN (ϵF) δT (36)

是一个与温度无关的常数。单位体积的热容，

cV = T

(
δs

δT

)
V

=
π2

3
k2
BN (ϵF)T (37)

是温度的线性函数。这一贡献完全来自传导电子。每个电子的贡献为

cV
ne

=
π2k2

BmT

p2F
=

π2

2
kB

T

TF

(38)

将这一结果与经典热容 3kB/2相比，发现量子力学值要小一个因子 π2T/3TF。在金属中，

只有一部分电子处于 Fermi能级。比率 T/TF 定义了 Fermi能的 kBT 内的这部分电子。

电子越低于 Fermi能，其对热容的贡献就越小。

可以利用 Sommerfeld展开来证明，在低 T 条件下，化学势与密度和温度的函数关

系为

µ (ne, T ) = µ (ne, 0)

(
1− π2

12

(
T

TF

)2
)

(39)

其中 µ (ne, 0) = ϵF。这一结果的证明与推导熵的类似。从式 (39)可以看出，固定 ne 时

化学势的一阶修正为 T 2量级，因此在计算低温熵式 (36)时可以忽略这一修正。
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