
量子场论 - 3
经典对称性与守恒定律

Notes from E. Fradkin (2021)



我们把物理系统中对称性的存在作为构建其 Lagrangian和能量泛函的指导原则。现
在，我们将证明这些对称性意味着守恒定律的存在。这些对称性意味着守恒定律的存

在。

对称性有不同的类型，大致可分为两类：(1)时空对称性；(2)内部对称性。有些对
称性涉及离散算符，因此被称为离散对称性，而另一些则是连续对称性。此外，在某些

理论中，这些对称性是全局对称性，而在另一些理论中，它们是局域对称性。后一类对

称称为规范对称性。在完全量子化的理论中，全局对称性和局域对称性扮演着不同的角

色。

时空对称性是物理学中最常见的对称性。它们包括平移不变性和旋转不变性。如果

系统是孤立的，那么时间平移也是一种对称性。一般来说，非相对论系统在 Galilean变
换下是不变的，而相对论系统则是 Lorentz不变的。其他时空对称性包括时间反演 (T )、
宇称 (P )和电荷共轭 (C)。这些对称性都是离散的。

在经典力学中，对称性的存在有着重要的影响。平移不变性（空间均匀性的结果）

意味着系统总动量 P的守恒。同样，各向同性意味着总角动量 L的守恒，而时间平移

不变性则意味着总能量 E 的守恒。

所有这些概念在场论中都有类似之处。然而，在场论中还出现了新的对称性，这些

对称性在粒子的经典力学中并没有类似的概念。这就是内部对称性。

1 连续对称性和 Noether定理

现在证明，连续对称性的存在具有非常深远的意义，比如守恒定律的存在。这些守

恒定律的一个重要特征是存在局域守恒流。这就是 Emmy Noether提出的以下定理的内
容。

Noether定理：对于每一个连续的全局对称性，都存在一个全局守恒定律。

先讨论一下局域守恒流与运动常数之间的联系。特别是证明对于每一个局域守恒

流，都存在一个全局守恒量（即运动常数）。假设 jµ (x)是某个局域守恒流（即 jµ (x)），

它满足局域约束条件

∂µj
µ (x) = 0 (1)

设 Ω是时空中有界的 4-体积，边界为 ∂Ω。那么散度 (Gauss)定理告诉我们

0 =

∫
Ω

d4x∂µj
µ (x) =

∮
∂Ω

dSµj
µ (x) (2)

其中，右边是取向封闭曲面 ∂Ω（3-体积）上的曲面积分。假设 4-体积在空间上延伸到
无穷大，而在时间 ∆T 上的范围是有限的。
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图 1: 时空 4-体积。

如果空间无穷远处没有流（即 lim|x|→∞ jµ (x, x0) = 0），那么只有边界 ∂Ω 的顶部

（时间 T +∆）和底部（时间 T）对表面（边界）积分有贡献。因此式 (2)的右边变为

0 =

∫
V (T+∆T )

dS0j
0 (x, T +∆T )−

∫
V (T )

dS0j
0 (x, T ) (3)

由于 dS0 ≡ d3x，因此边界贡献简化为两个定向 3-体积积分：

0 =

∫
V (T+∆T )

d3xj0 (x, T +∆T )−
∫
V (T )

d3xj0 (x, T ) (4)

因此，量 Q (T )

Q (T ) ≡
∫
V (T )

d3xj0 (x, T ) (5)

是运动常数，即

Q (T +∆T ) = Q (T ) ∀∆T (6)

因此，满足 ∂µj
µ = 0 的局域守恒流的存在意味着全局守恒荷（或 Noether 电荷）Q =∫

d3xj0 (x, T )的存在，它是一个运动常数。因此，Noether定理的证明简化为证明局域
守恒流的存在。

2 内部对称性

为简单起见，先来看复标量场 ϕ (x) 6= ϕ∗ (x)的情况。其论证很容易推广到其他情

况。设 L (ϕ, ∂µϕ, ϕ∗, ∂µϕ
∗)为 Lagrangian密度。我们将假设 Lagrangian在连续的全局内

部对称变换下是不变的

ϕ (x) 7→ ϕ′ (x) = eiαϕ (x)

ϕ∗ (x) 7→ ϕ′∗ (x) = e−iαϕ∗ (x)
(7)
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其中，α是一个任意实数（不是函数！）。如果 Lagrangian L满足

L (ϕ′, ∂µϕ
′, ϕ′∗, ∂µϕ

′∗) ≡ L (ϕ, ∂µϕ, ϕ∗, ∂µϕ
∗) (8)

则系统在式 (8)的变换下是不变的。那么可以说式 (8)所示的变换是系统的全局对称性。

特别地，对于无穷小变换，有

ϕ′ (x) = ϕ (x) + δϕ (x) + · · · ϕ′∗ (x) = ϕ∗ (x) + δϕ∗ (x) + · · · (9)

其中 δϕ (x) = iαϕ (x)。由于 L是不变的，因此它的变分必须恒等于零。变分 δL为

δL =
δL
δϕ
δϕ+

δL
δ∂µϕ

δ∂µϕ+
δL
δϕ∗ δϕ

∗ +
δL
δ∂µϕ∗ δ∂µϕ

∗ (10)

利用运动方程
δL
δϕ
− ∂µ

(
δL
δ∂µϕ

)
= 0 (11)

及其复共轭，可以用总散度的形式写出变分 δL：

δL = ∂µ

[
δL
δ∂µϕ

δϕ+
δL
δ∂µϕ∗ δϕ

∗
]

(12)

由于 δϕ = iαϕ和 δϕ∗ = −iαϕ∗，得到

δL = ∂µ

[
i

(
δL
δ∂µϕ

ϕ− δL
δ∂µϕ∗ϕ

∗
)
α

]
(13)

因此，由于 α是任意的，δL要恒为零，这当且仅当定义为

jµ = i

(
δL
δ∂µϕ

ϕ− δL
δ∂µϕ∗ϕ

∗
)

(14)

的 4-矢量 jµ是局域守恒的，即

δL = 0 当且仅当 ∂µj
µ = 0 (15)

特别地，如果 L形为
L = (∂µϕ)

∗ (∂µϕ)− V
(
|ϕ|2
)

(16)

这在式 (8)的对称变换下显然是不变的，那么电流 jµ为

jµ = i (∂µϕ∗ϕ− ϕ∗∂µϕ) ≡ iϕ∗←→∂µϕ (17)

因此连续内部对称性的存在意味着局域守恒流的存在。

此外，守恒荷 Q为

Q =

∫
d3xj0 (x, x0) =

∫
d3xiϕ∗←→∂0 ϕ (18)

以正则动量 Π(x)表示，带荷标量场的全局守恒荷 Q为

Q =

∫
d3xi (ϕ∗Π− ϕΠ∗) (19)
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图 2: U (1)群与单位圆同构，而实数 R与切线同构。

3 全局对称性和群表示

对上一节的结果进行概括。考虑一个标量场 ϕa，它在 Lie群 G的某个表示下发生

不可还原的变换。在上一节所考虑的情况中，群 G是单位长度的复数群，即 U (1)群。

该群的元素 g ∈ U (1)具有形式 g = eiα.

这组复数构成一个群，即

1)它在复数乘法下是封闭的，即，

g = eiα ∈ U (1)且g′ = eiβ ∈ U (1)⇒ g ∗ g′ = ei(α+β) ∈ U (1) (20)

2)有一个单位元（即 g = 1）。

3)对于每个元素 g = eiα ∈ U (1)，都有一个唯一的逆元 g−1 = e−iα ∈ U (1)。

U (1)群的元素与单位圆 S1的点一一对应。因此，标记变换（或该群元素）的参数

α是以 2π为模来定义的，它应限制在区间 (0, 2π]内。然而，无限接近单位元 1的变换
本质上位于圆切于 1的直线上，因此与实数群 R同构。U (1)群是紧凑的，即其元素的

自然参数长度为 2π，是有限的。相比之下，实数群 R并不紧凑。之后我们基本总是用
紧凑 Lie群来处理内部对称性问题。

对于无穷小变换，U (1)群和 R群本质上是相同的。然而，有些场构型却并非如此。
一个典例是二维的涡旋构型。对于一个旋涡来说，半径为 R→∞的大圆上的场的相位
会按 2π卷绕。如果对称群是 R而不是 U (1)，这种构型就不会存在。（注意，解析性要

求 x→ 0时 ϕ→ 0）。

另一个例子是 N 分量实标量场 ϕa (x)，a = 1, · · · , N。在这种情况下，对称性就是
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图 3: 涡旋。

N 维 Euclidean空间中的旋转群：

ϕ′a (x) = Rabϕb (x) (21)

ϕa场被认为像正交群 O (N)的 N 维（向量）表示那样进行了变换。

正交群 R ∈ O (N)的元素满足

1)如果 R1 ∈ O (N)且 R2 ∈ O (N)，则 R1R2 ∈ O (N)，

2) ∃I ∈ O (N)使得 ∀R ∈ O (N)，RI = IR = R，

3) ∀R ∈ O (N)，∃R−1 ∈ O (N)使得 R−1 = Rt，其中 Rt是矩阵 R的转置。

同样，如果 N 分量矢量 ϕa (x)是复数场，它在 N ×N 幺正变换 U 的群下变换：

ϕ′a (x) = Uabϕb (x) (22)

复 N ×N 矩阵 U 是幺正群 U (N)的元素，并满足

1)如果 U1 ∈ U (N)且 U2 ∈ U (N)，则 U1U2 ∈ U (N)，

2) ∃I ∈ U (N)使得 ∀U ∈ U (N)，UI = IU = U，

3) ∀U ∈ U (N)，∃U−1 ∈ U (N)使得 U−1 = U †，其中 U † = (U t)
∗
。

在上面讨论的特殊情况下，ϕa 的变换类似于 U (N)的基本（旋量）表示。如果进

一步施加 |detU | = 1 的限制，那么群就变成了 SU (N)。例如，如果 N = 2，则群为

SU (2)，且

ϕ =

(
ϕ1

ϕ2

)
(23)

就 SU (2)的自旋-1/2表示一样进行变换。

一般来说，对于任意连续的 Lie群 G，场变换如下

ϕ′
a (x) =

(
exp

[
iλkθk

])
ab
ϕb (x) (24)
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其中中 θ是任意常量（即与 x无关）。矩阵 λk 是一组 N ×N 线性独立的矩阵，张
成了 Lie群 G的代数。对于给定的 Lie群 G，此类矩阵的数目为 D (G)，它与所选表示

的维数 N 无关。D (G)称为该群的秩。矩阵 λkab是该表示中的群的生成元。

一般来说，从对称性的角度来看，场 ϕ不一定是矢量，它也可以是张量，或者在群

的任何表示下变换的东西。为简单起见，我们只考虑 O (N)的矢量表示，以及 SU (N)

的基础表示（旋量）和伴随表示（矢量）。

对于任意紧凑的Lie群G，生成元 {λj}，j = 1, · · · , D (G)，是一组 hermitian (λ†j = λj)、
无迹 (trλj = 0)矩阵，它们服从对易关系[

λj, λk
]
= if jklλl (25)

常数 f jkl被称为 Lie群的结构常数，其在所有表示中都是相同的。此外，必须对生成元
进行归一化。标准的归一化条件是

trλaλb =
1

2
δab (26)

在上述复标量场 ϕ (x)的情况下，对称群是形为 eiα的单位长度复数群。这个群称为U (1)

群。它的所有表示都是一维的，并且只有一个生成元。

一个常用的群是 SU (2)。这个在非相对论量子力学中广为人知的群有三个生成元，

即 J1、J2和 J3，它们服从角动量代数

[Ji, Jj] = iϵijkJk (27)

其中

tr (JiJj) =
1

2
δij 且 trJi = 0 (28)

SU (2)的表示用角动量量子数 J 标记。每个表示 J 都是 2J + 1重简并（即表示维度为

2J + 1）。

SU (2)的最低非平庸表示（即 J 6= 0）是旋量表示，其 J = 1
2
且是二维的。在这个

表示中，场 ϕa (x)是一个两分量复数场，而生成元 J1、J2 和 J3 由一组 2× 2Pauli矩阵
Jj =

1
2
σj 给出。

矢量（或自旋-1）表示是三维的，ϕa是一个三分量矢量。在这种表示中，生成元非

常简单：

(Jj)kl = ϵjkl (29)

注意这个表示的维数 (3)与 SU (2)群的秩数 (3)相同。在这个被称为“伴随表示”的表
示中，生成元的矩阵元就是结构常数。这是所有 Lie群的一般特性。特别是，SU (N)群

的秩为 N2 − 1，有 N2 − 1个无穷小生成元，其伴随（向量）表示的维数为 N2 − 1。例

如 SU (3)的生成子数为 8。
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另一个重要的例子是 N 维 Euclidean空间的旋转群 O (N)。在这种情况下，该群有

N (N − 1) /2个生成元，可以用矩阵 Lij (i, j = 1, · · · , N )来标示。O (N)的基本（向量）

表示是 N 维的，在这个表示中，生成元是(
Lij
)
kl
= −i (δikδjℓ − δiℓδjk) (30)

不难看出，Lij 在 N 维空间中会生成无穷小转动。

一般来说，在给定的表示中，Lie群的一个元素由一组 Euler角标记，用 θ表示。如

果欧拉角 θ 是无穷小的，那么表示矩阵 exp (iλ · θ)接近于单位矩阵，可以用 θ 的幂来

展开。在 θ的领头阶，ϕa的变化为

δϕa (x) = i (λ · θ)ab ϕb (x) + · · · (31)

如果 ϕa为实数，则守恒流 jµ为

jkµ (x) =
δL

δ∂µϕa (x)
λkabϕb (x) (32)

其中 k = 1, · · · , D (G)。这里生成元 λk 是实 hermitian矩阵。相反，对于复数场 ϕa，守

恒流为

jkµ (x) = i

(
δL

δ∂µϕa (x)
λkabϕb (x)−

δL
δ∂µϕa (x)∗

λkabϕb (x)
∗
)

(33)

这里的生成元 λk 是 hermitian矩阵（但不全是实的）。

因此得出结论，守恒流的数量等于该群的生成元数量。对于特定选择

L = (∂µϕa)
∗ (∂µϕa)− V (ϕ∗

aϕa) (34)

守恒流为

jkµ = iλkabϕ
∗
a

←→
∂µϕb (35)

守恒荷为

Qk =

∫
V

d3xiλkabϕ
∗
a

←→
∂0 ϕb (36)

其中 V 是空间的体积。

4 全局和局域对称性：规范不变性

全局对称性的存在假定，至少在原则上可以同时测量和改变空间所有点 x 上的场

ϕa (x)的所有分量。相对论不变性告诉我们，尽管理论上可能具有这种全局对称性，但

原则上无法进行这种实验。于是考虑局域进行对称操作时具有不变性的理论。也就是说

我们要求 Lagrangian在局域变换下是不变的

ϕa (x)→ ϕ′
a (x) =

(
exp

[
iλkθk (x)

])
ab
ϕb (x) (37)
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例如要求复标量场 ϕ (x)的理论在局域相位变化时保持不变

ϕ (x)→ ϕ′ (x) = eiθ(x)ϕ (x) (38)

标准局域 Lagrangian L
L = (∂µϕ)

∗ (∂µϕ)− V
(
|ϕ|2
)

(39)

在 θ =常量的全局变换下是不变的，但在任意光滑局域变换 θ (x)下却不是不变的。主

要问题在于，由于场的导数并不像场本身那样变换，动能项不再不变。事实上，在局部

变换下，会发现

∂µϕ (x)→ ∂µϕ
′ (x) = ∂µ

[
eiθ(x)ϕ (x)

]
= eiθ(x) [∂µϕ+ iϕ∂µθ] (40)

要使 L局域不变，必须找到一个新的导数算符 Dµ，即协变导数，它在局域相位变换下

的变换方式与场 ϕ (x)相同：

Dµϕ→ D′
µϕ

′ = eiθ(x)Dµϕ (41)

从几何角度看，可以将情况描绘如下。要局域定义 ϕ (x)的相位，必须定义一个局域系

（或基准场），相对于这个系来测量场的相位。那么，局域规范不变性就是指系统的物理

特性必须与系的特定选择无关。从这个角度来看，局域规范不变性是相对论原理在内部

对称情况下的延伸。

现在，如果想进行时空中不同点之间的相位变换，就必须说明从时空中的一个点 x

到另一个点 y时，相位是如何变化的。换句话说，必须定义一种联络，告诉我们在沿着

某条路径行进时，如何将 ϕ的相位从 x平行传输到 y。考虑 x和 y任意接近的情况（即

yµ = xµ + dxµ，其中 dxµ是一个无穷小的 4-矢量）。ϕ的变化是

ϕ (x+ dx)− ϕ (x) = δϕ (x) (42)

如果 ϕ沿着从 x到 x+ dx的某条路径的输运与相位变换相对应，那么 δϕ必须与 ϕ成正

比。因此可以定义

δϕ (x) = iAµ (x) dx
µϕ (x) (43)

其中 Aµ (x)是一个适当选择的矢量场。显然这意味着协变导数 Dµ必须定义为

Dµϕ ≡ ∂µϕ (x)− ieAµ (x)ϕ (x) ≡ (∂µ − ieAµ)ϕ (44)

其中 e是一个参数，我们将用耦合常数对其进行物理解释。

Aµ (x) 应该如何变换？必须选择其变换规律使 Dµϕ 像 ϕ (x) 本身一样变换。因此，

如果 ϕ→ eiθϕ，则有

D′ϕ′ =
(
∂µ − ieA′

µ

) (
eiθϕ

)
≡ eiθDµϕ (45)
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在以下情况下可以满足这一要求

i∂µθ − ieA′
µ = −ieAµ (46)

因此，Aµ的变换应该是

Aµ → A′
µ = Aµ +

1

e
∂µθ (47)

但这就是规范变换！事实上，如果定义规范变换 Φ (x)

Φ (x) ≡ 1

e
θ (x) (48)

可以看到，矢量场 Aµ的变换就像Maxwell电磁学的矢势。

我们的结论是，通过用协变导数替换导数算符，可以将全局对称性提升为局域对称

性（即规范对称性）。因此，我们可以通过引入一个矢量场 Aµ，即规范场，使一个系统

在局域规范变换下保持不变，而这个矢量场起到了联络的作用。从物理角度来看，这一

结果意味着，要想在远处比较 ϕ (x)场的相位是不可能的，这就要求必须存在一个物理

规范场 Aµ (x)。这种通过协变导数将物质场和规范场联系起来的过程称为最小耦合。

有一组 ϕ (x) 的构型仅因规范场的存在而改变。这就是测地线构型 ϕc (x)。它们满

足方程

Dµϕc = (∂µ − ieAµ)ϕc ≡ 0 (49)

这相当于线性方程（利用式 (43)）

∂µϕc = ieAµϕc (50)

例如，考虑位于路径 Γ (x, y)两端的时空点 x和 y。对于给定的路径 Γ (x, y)，式 (50)的
解是线积分的路径排序的指数：

ϕc (x) = e−ie
∫
Γ(x,y) dzµA

µ(z)ϕc (y) (51)

事实上，在规范变换下，线积分的变换如下

e

∫
Γ(x,y)

dzµA
µ 7→ e

∫
Γ(x,y)

dzµA
µ + e

∫
Γ(x,y)

dzµ
1

e
∂µθ

= e

∫
Γ(x,y)

dzµA
µ (z) + θ (y)− θ (x)

(52)

因此得到

ϕc (y) e
−ie

∫
Γ dzµAµ 7→ ϕc (y) e

−ie
∫
Γ dzµAµ

e−iθ(y)eiθ(x)

≡ eiθ(x)ϕc (x)
(53)

然而，我们现在想知道 ϕc的相位变化如何取决于路径的选择。令 ϕΓ1
c (y)和 ϕΓ2

c (y)

分别为具有相同终点 x和 y的两条不同路径 1和 2的测地线方程的解。显然，相位变化
∆γ 为

∆γ = −e
∫
Γ1

dzµA
µ + e

∫
Γ2

dzµA
µ ≡ −e

∮
Γ+

dzµA
µ (54)
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图 4: 闭合路径 Γ是开放曲面 Σ的边界。

这里 Γ+是封闭的定向路径

Γ+ = Γ+
1 ∪ Γ−

2 (55)

且 ∫
Γ−
2

dzµAµ = −
∫
Γ+
2

dzµAµ (56)

利用 Stokes定理，可以看到，如果 Σ+是一个定向曲面，其边界是定向闭合路径 Γ+，

∂Σ+ ≡ Γ+，那么 ∆γ 由通过曲面 Σ+的矢量场 Aµ的旋度的通量 Φ (Σ)给出：

∆γ = −e
2

∫
Σ+

dSµνF
µν = −eΦ (Σ) (57)

其中 F µν 是场张量

F µν = ∂µAν − ∂νAµ (58)

中 dSµν 是定向面积元，Φ (Σ)是通过表面 Σ的通量。F µν 和 dSµν 的时空指标都是反对

称的。特别地，F µν 和 dSµν 也可以写成两个协变导数的对易子：

F µν =
i

e
[Dµ, Dν ] (59)

因此，F µν 测量的是沿两个独立方向位移的（无限小）不相容性。换句话说，F µν 是曲

率张量。这些结果非常清楚地表明，如果 F µν 在时空的某个区域不为零，那么 ϕ的相位

就无法唯一确定：ϕc的相位取决于测量它的路径 Γ。

5 Aharonov-Bohm效应

ϕc 的相位的路径依赖性与 Aharonov-Bohm效应密切相关。这种效应非常微妙。它
最早是在基础量子力学中被发现的，在（量子）场论中也起着基础性作用。
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图 5: Aharonov-Bohm效应的几何设置：磁通量 Φ 6= 0穿过穿孔平面 Σ+ 上的小孔。这

里 Γ+ 代表穿孔平面 Σ+ 的定向外边缘和内边缘之和；Γ1 和 Γ2 是从 r0 到 r的两条不等

价路径。

考虑一个在平面上运动的电荷量为 e、质量为m的量子力学粒子。粒子与外部电磁

场 Aµ耦合（此处 µ = 0, 1, 2，因为不存在平面外的运动）。考虑一个无穷细的螺线管在

某个点 r = 0附近穿透了平面。这个问题的 Schrödinger方程为

HΨ = iℏ
∂Ψ

∂t
(60)

其中

H =
1

2m

(
ℏ
i
∇+

e

c
A

)2

(61)

为 Hamiltonian。除 r = 0处外，磁场 B = Bẑ在任何地方都为零，

B = Φ0δ (r) (62)

利用 Stokes定理，可以看出，通过边界 Γ+的任意区域 Σ+的 B的通量为

Φ =

∫
Σ+

dS ·B =

∮
Γ+

dℓ ·A (63)

因此，对于包围点 r = 0所有面 Σ+有 Φ = Φ0，否则等于零。因此，虽然 r 6= 0时磁场

为零，但矢势并没有（也不可能）为零。

波函数 Ψ(r)的计算方法非常简单。定义

Ψ(r) = eiθ(r)Ψ0 (r) (64)

其中 Ψ0 (r)满足无场情况下的 Schrödinger方程，即

H0Ψ0 = iℏ
∂Ψ0

∂t
(65)
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其中

H0 = −
ℏ2

2m
∇2 (66)

由于波函数必须是可微的，且 Ψ0是单值的，因此还必须满足边界条件：

lim
r→0

Ψ0 (r, t) = 0 (67)

波函数 Ψ = Ψ0e
iθ 看起来像一种规范变换。但这里有一个微妙之处。事实上 θ可以如下

确定。通过直接代换得到(
ℏ
i
∇+

e

c
A

)(
eiθΨ0

)
= eiθ

(
ℏ∇θ + e

c
A+

ℏ
i
∇
)
Ψ0 (68)

因此只需要求A和 θ必须遵守以下关系式

ℏ∇θ + e

c
A ≡ 0 (69)

或等价地

∇θ (r) = − e

ℏc
A (r) (70)

然而，如果这种关系成立，θ 就不可能是 r的光滑函数。事实上，∇θ 在任意闭合路径
Γ+上的线积分为 ∫

Γ+

dℓ · ∇θ = ∆θ (71)

其中，∆θ是绕路径 Γ逆时针旋转一圈后 θ的总变化量。由此可知 ∆θ为

∆θ = − e

ℏc

∮
Γ+

dℓ ·A (72)

因此，一般来说，θ (r)必须是 r的多值函数，其分支割线从 r = 0一直延伸到无穷远处

的某个任意点。分支割线的实际位置和形状无关紧要，但 θ在穿过割线的不连续性 ∆θ

并非无关紧要。

因此，在没有螺线管的情况下，Ψ0 是 Schrödinger方程的光滑单值解，满足式 (67)
的边界条件。这种波函数（几乎）是平面波。

由于函数 θ (r)是多值的，因此与路径有关，波函数也是多值的和与路径有关的。具

体来说，假设 r0是平面上的某个任意点，Γ (r0, r)是一条始于 r0止于 r的路径。对于该

选择的路径，相位 θ (r)由下式给出

θ (r) = θ (r0)−
e

ℏc

∫
Γ(r0,r)

dx ·A (x) (73)

由两条不同路径 Γ1 (r0, r)和 Γ2 (r0, r)定义的两个波函数的重叠度为（r0固定不变）

〈Γ1|Γ2〉 =
∫
d2rΨ∗

Γ1
(r)ΨΓ2 (r)

≡
∫
d2r |Ψ0 (r)|2 exp

{
+
ie

ℏc

(∫
Γ1(r0,r)

dℓ ·A−
∫
Γ2(r0,r)

dℓ ·A
)} (74)
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如果选择 Γ1 和 Γ2 时，原点（螺线管穿过平面的位置）总是在 Γ1 的左边但也总是

在 Γ2的右边，则两个线积分的差值就是A的环量∫
Γ1(r0,r)

dℓ ·A−
∫
Γ2(r0,r)

dℓ ·A ≡
∮
Γ+
(r)

dℓ ·A (75)

该环路为闭合正向环路 Γ+ = Γ1 (r0, r) ∪ Γ2 (r0, r)。由于这个环量是恒定的，并且等于

通量 Φ，可发现重叠度 〈Γ1|Γ2〉为

〈Γ1|Γ2〉 = exp

{
ie

ℏc
Φ

}
(76)

其中我们取 Ψ0为归一化值。式 (76)被称为 Aharonov-Bohm效应。

重叠度是一个纯粹的相位因子，一般来说不等于 1。注意，尽管波函数总是定义到
一个恒定的任意相位因子，但相位变化是物理效应。此外，对于某些特殊的 Φ的选取，

波函数会变成单值。这些值对应于

e

ℏc
Φ = 2πn (77)

其中 n为任意整数。这一要求相当于磁通量 Φ的量子化条件：

Φ = n

(
hc

e

)
≡ nΦ0 (78)

其中 Φ0是磁通量子，Φ0 =
hc
e
。

1931年，Dirac考虑了磁场的单极子构型对带电粒子的量子力学波函数的影响。在
Dirac的构造中，磁单极子被表示为三维空间中的细长螺线管。螺线管末端附近的磁场
与磁荷m的磁场相同，等于穿过螺线管的磁通量。Dirac认为，要使螺线管（“Dirac弦”）
不可观测，波函数必须是单值的。这一要求导致了最小磁荷的 Dirac量子化条件：

me = 2πℏc (79)

这与式 (78)中的磁通量子化条件相同。

6 非 abelian规范不变性

现在考虑具有非 abelian 全局对称性的系统。这意味着场 ϕ 的变换类似于一个 Lie
群 G的某个表示，

ϕ′
a (x) = Uabϕb (x) (80)

其中 U 是表示群元作用的矩阵。局域 Lagrangian密度，

L = ∂µϕ
∗
a∂

µϕa − V
(
|ϕ|2
)

(81)
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在全局变换下是不变的。

假设现在想把这种全局对称性提升为局域对称性。然而，在这种一般情况下，尽管

势能项 V
(
|ϕ|2
)
在局域变换 U (x)下是不变的，但式 (81)中 Lagrangian的第一项却不是。

事实上，ϕ的梯度在 Lie群 G的作用下并不能正确地变换（即协变）：

∂µϕ
′ (x) = ∂µ [U (x)ϕ (x)]

= (∂µU (x))ϕ (x) + U (x) ∂µϕ (x)

= U (x)
[
∂µϕ (x) + U−1 (x) ∂µU (x)ϕ (x)

] (82)

因此，∂µϕ与 ϕ场的变换方式不同。

可以沿用在 abelian情况下使用的方法，定义一个协变导数算符Dµ，它应该具有这

样的性质：Dµϕ与 ϕ场遵循相同的变换规律：

(Dµϕ (x))
′ = U (x) (Dµϕ (x)) (83)

显然，Dµ 现在既是微分算符，又是作用于 ϕ场的矩阵。可以类比电动力学的情况，猜

测协变导数 Dµ的形式应该是

Dµ = I∂µ − igAµ (x) (84)

其中，g 是耦合常数，I 是 N × N 单位矩阵，Aµ 是矩阵值矢量场。如果 ϕ 有 N 个

分量，则矢量场 Aµ (x) 是一个 N × N 的 hermitian 矩阵，可以在群生成元 λkab （其中

k = 1, · · · , D (G)，a, b = 1, · · · , N）的基上展开，其张成了 Lie群 G的代数：

(Aµ (x))ab = Ak
µ (x)λ

k
ab (85)

因此，矢量场 Aµ (x)由D (G)个分量的 4-矢量 Ak
µ (x)参数化。选择 Aµ (x)的变换性质，

使得 Dµϕ在规范变换下进行协变的变换：

D′
µϕ (x) ≡ D′

µ (U (x)ϕ (x)) =
(
∂µ − igA′

µ (x)
)
(Uϕ (x))

= U (x)
[
∂µϕ (x) + U−1 (x) ∂µU (x)ϕ (x)− igU−1 (x)A′

µ (x)U (x)ϕ (x)
]

≡ U (x)Dµϕ (x)

(86)

如果要求

U−1 (x) igA′
µ (x)U (x) = igAµ (x) + U−1 (x) ∂µU (x) (87)

就能满足条件，或等价地，Aµ服从变换定律

A′
µ (x) = U (x)Aµ (x)U

−1 (x)− i

g
(∂µU (x))U−1 (x) (88)
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由于矩阵 U (x)是幺正可逆矩阵，有

U−1 (x)U (x) = I (89)

可以把变换后的矢量场 A′
µ (x)写成如下形式

A′
µ (x) = U (x)Aµ (x)U

−1 (x) +
i

g
U (x)

(
∂µU

−1 (x)
)

(90)

这是非 abelian Lie群 G的规范变换的一般形式。

在 abelian对称群的情况下，如 U (1)群，矩阵简化为一个简单的相位因子，U (x) =

eiθ(x)，而场 Aµ (x)是一个实矢量场。不难发现在这种情况下，Aµ的变换如下：

A′
µ (x) = eiθ(x)Aµ (x) e

−iθ(x) +
i

g
eiθ(x)∂µ

(
e−iθ(x)

)
≡ Aµ (x) +

1

g
∂µθ (x)

(91)

从而回到了 abelian规范变换的正确形式。

现在回到非 abelian情况，可以看到，在无穷小变换 U (x)下，

(U (x))ab =
[
exp

(
iλkθk (x)

)]
ab
∼= δab + iλkabθ

k (x) + · · · (92)

标量场 ϕ (x)变换为

δϕa (x) ∼= iλkabϕb (x) θ
k (x) + · · · (93)

而矢量场 Ak
µ现在变换为

δAk
µ (x)

∼= ifksjAj
µ (x) θ

s (x) +
1

g
∂µθ

k (x) + · · · (94)

因此，Ak
µ (x)在 Lie群 G的伴随表示中按矢量变换，因为在该表示中，生成元的矩阵元

是群结构常数 fksj。注意，无论 ϕ (x)出现在哪个表示中，Ak
µ总是在群G的伴随表示中。

从这一讨论中可以清楚地看出，场Aµ (x)可以解释为电磁学矢势的推广。此外，Aµ

还提供了一种自然联络，告诉我们“内部坐标系”，即 ϕ (x)场的定义所参照的坐标系，

如何从时空的一点 xµ 变为邻近的一点 xµ + dxµ。尤其是构型 ϕa (x)，它们是测地线方

程的解

Dab
µ ϕb (x) = 0 (95)

对应于 ϕ从某点 x到某点 y的平行输运。可以写成等价形式

∂µϕa (x) = igAk
µ (x)λ

k
abϕb (x) (96)

这个线性偏微分方程的解法如下。令 xµ 和 yµ 是时空中的两个任意点，Γ (x, y)是一条

固定路径，其端点分别位于 x和 y。这条路径的参数是实区间 [0, 1]到 Minkowski空间
M（或任何其他空间）的映射 zµ，zµ : [0, 1] 7→ M，其形式为

zµ = zµ (t) t ∈ [0, 1] (97)
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边界条件为

zµ (0) = xµ 和 zµ (1) = yµ (98)

沿路径 Γ对测地线方程即式 (95)积分，可得∫
Γ(x,y)

dzµ
∂ϕa (z)

∂zµ
= ig

∫
Γ(x,y)

dzµA
µ
ab (z)ϕb (z) (99)

因此发现 ϕ (x)一定是如下积分方程的解

ϕ (y) = ϕ (x) + ig

∫
Γ(x,y)

dzµA
µ (z)ϕ (z) (100)

为简化符号，此处省略了所有指标。以路径 Γ (x, y)的参数化 zµ (t)，可以写出

ϕ (y) = ϕ (x) + ig

∫ 1

0

dt
dzµ
dt
Aµ (z (t))ϕ (z (t)) (101)

下面将通过迭代过程来求解这个方程，类似于量子理论中的演化算符。通过反复将方程

的左边代入右边，可以得到以下序列

ϕ (y) =ϕ (x) + ig

∫ 1

0

dt
dzµ (t)

dt
Aµ (z (t))ϕ (x)

+ (ig)2
∫ 1

0

dt1

∫ t1

0

dt2
dzµ1 (t1)

dt1

dzµ2 (t2)

dt2
Aµ1 (z (t1))A

µ2 (z (t2))ϕ (x)

+ · · ·+ (ig)n
∫ 1

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtn

n∏
j=1

(
dzµj

(tj)

dtj
Aµj (z (tj))

)
ϕ (x)

+ · · ·

(102)

这里需记住，Aµ是矩阵取值的场，从左到右排列。

式 (102)中的嵌套积分可以写成以下形式

In = (ig)n
∫ 1

0

dt1

∫ t1

0

dt2 · · ·
∫ tn−1

0

dtnF (t1) · · ·F (tn)

≡ (ig)n

n!
P̂

[(∫ 1

0

dtF (t)

)n] (103)

其中，F 是矩阵，而算符 P̂ 指的是其右侧对象的路径排序的积。如果正式定义一个算

符的指数等于它的幂级数展开，

eA ≡
∞∑
n=0

1

n!
An (104)

其中 A是某个任意矩阵，则可以看到测地线方程的形式解为

ϕ (y) = P̂

[
exp

(
+ig

∫ 1

0

dt
dzµ
dt
Aµ (z (t))

)]
ϕ (x) (105)

17



或等价地，

ϕ (y) = P̂

[
exp

(
ig

∫
Γ(x,y)

dzµA
µ (z)

)]
ϕ (x) (106)

因此，ϕ (y)是由作用于 ϕ (x)的算符，即矢势 Aµ的线积分的路径排序的指数给出的。

通过对指数进行幂级数展开，很容易发现，在任意的局域规范变换 U (z)下，路径

排序的指数变换如下：

P̂

[
exp

(
ig

∫
Γ(x,y)

dzµA′
µ (z (t))

)]
≡ U (y) P̂

[
exp

(
ig

∫
Γ(x,y)

dzµAµ (z)

)]
U−1 (x) (107)

具体来说，可以考虑闭合路径 Γ (x, x)的情况，其中 x是 Γ上的任意点。路径排序指数

ŴΓ(x,x)

ŴΓ(x,x) = P̂

[
exp

(
ig

∫
Γ(x,x)

dzµAµ (z)

)]
(108)

不是规范不变的，因为在规范变换下，它变换为

Ŵ ′
Γ(x,x) = P̂

[
exp

(
ig

∫
Γ(x,x)

dzµA′
µ (z)

)]
= U (x) P̂

[
exp

(
ig

∫
Γ(x,x)

dzµAµ (t)

)]
U−1 (x)

(109)

因此，ŴΓ(x,x)的变换就像群元：

ŴΓ(x,x) = U (x) ŴΓ(x,x)U
−1 (x) (110)

而 ŴΓ(x,x)的迹，其表示为

WΓ = trŴΓ(x,x) ≡ trP̂

[
exp

(
ig

∫
Γ(x,x)

dzµAµ (z)

)]
(111)

不仅是规范不变的，而且与 x 点的选择无关。然而，它是路径 Γ 的泛函。量 WΓ 称为

Wilson回路，在规范理论中起着至关重要的作用。在量子理论中，这个对象成为Wilson
回路算符。

现在考虑小闭合路径 Γ的情况。如果路径很小，那么它所围成的最小面积 a (Γ)和

长度 ℓ (Γ)都是无限小的。在这种情况下，可以对指数进行幂级数展开，只保留领头阶。

得到

ŴΓ ≈ I + igP̂

∮
Γ

dzµAµ (z) +
(ig)2

2!
P̂

(∮
Γ

dzµAµ (z)

)2

+ · · · (112)

Stokes定理指出，第一个积分（矢量场 Aµ在闭合路径 Γ上的环量）由下式给出∮
Γ

dzµAµ (z) =

∫∫
Σ

dxµ ∧ dxν 1
2
(∂µAν − ∂νAµ) (113)
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其中 ∂Σ = Γ是以 Γ为边界的无穷小面积元，dxµ ∧ dxν 是定向无穷小面积元。此外，式
(112)中的二次项可以表示如下：

1

2!
P̂

(∮
Γ

dzµAµ (z)

)2

≡ 1

2

∫∫
Σ

dxµ ∧ dxν (− [Aµ, Aν ]) + · · · (114)

因此，对于一个无限小回路，可以得到

ŴΓ(x,x′) ≈ I +
ig

2

∫∫
Σ

dxµ ∧ dxνFµν +O
(
a (Σ)2

)
(115)

其中，Fµν 是场张量，定义为

Fµν ≡ ∂µAν − ∂νAµ − ig [Aµ, Aν ] = i [Dµ, Dν ] (116)

记住，由于场 Aµ是矩阵，因此场张量 Fµν 也是矩阵。

还要注意的是，现在 Fµν 并非规范不变。事实上，在局域规范变换 U (x)的作用下，

Fµν 会发生相似变换：

F ′
µν (x) = U (x)Fµν (x)U

−1 (x) (117)

这一特性源于 Aµ 的变换特性。不过，尽管 Fµν 本身不是规范不变的，但其他量，如

tr (FµνF
µν)，却是规范不变的。

最后来看 Fµν 的分量形式。将 Fµν 在群生成元 λk 的基上展开（因此是在规范群的

代数中展开），

Fµν = F k
µνλ

k (118)

发现分量 F k
µν 是

F k
µν = ∂µA

k
ν − ∂νAk

µ + gfkℓmAℓ
µA

m
ν (119)

非 abelian规范群的自然局域规范不变理论是 Yang-Mills Lagrangian

L = −1

4
trFµνF

µν (120)

这对应一般紧凑 Lie群 G，称之为规范群。注意，与Maxwell Lagrangian的相似性只是
表面现象，因为在这个理论中并不是矢势的二次方。如果某些对称性（如时间反演）被

违反，在其他维度中也可能出现其他 Lagrangian。

7 规范不变性和最小耦合

现在可以给出物质场与规范场耦合的一般规定。由于这里的问题是局域规范不变

性，所以这个规定对相对论和非相对论理论都有效。
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到目前为止考虑了两种情况：(1)描述物质动力学的场，(2)描述电磁学和色动力学
的规范场。在描述Maxwell电动力学时，如果要求 Lagrangian遵守局域规范不变性，那
么只有守恒流才能与规范场耦合。然而，全局对称性的存在是局域守恒流存在的充分条

件。这不仅是一个必要条件，因为局域对称性也要求存在守恒流。

现在要考虑包含物质场和规范场的更一般的 Lagrangian。之前我们看到，如果一个
具有 Lagrangian L (ϕ, ∂µϕ)的系统具有全局对称性 ϕ → Uϕ，那么通过用协变导数代替

所有导数，就可以把全局对称性提升为局域（或规范）对称性。我们将继续这个一般理

念，写下包含物质场和规范场的系统的规范不变的 Lagrangian。接下来给出几个明确的
例子。

7.1 量子电动力学

量子电动力学 (QED)是关于电子和光子的理论。电子由 Dirac旋量场 ψα (x)描述。

在讨论量子理论和自旋统计定理时，就会明白这样选择的原因。光子由 U (1) 规范 Aµ

描述。自由电子的 Lagrangian就是自由 Dirac Lagrangian，即 LDirac：

LDirac

(
ψ, ψ̄

)
= ψ̄

(
i/∂ −m

)
ψ (121)

规范场的 Lagrangian是自由Maxwell Lagrangian，即 Lgauge (A)：

Lgauge (A) = −
1

4
FµνF

µν ≡ −1

4
F 2 (122)

我们将采用的规定称为最小耦合，包括要求总 Lagrangian在规范变换下保持不变。

自由 Dirac Lagrangian在全局相位变换下是不变的（即所有 Dirac分量的相位因子
相同），

ψα (x)→ ψ′
α (x) = eiθψα (x) (123)

如果 θ是一个恒定的任意相位，但它在局域相位变换下并不是不变的：

ψα (x)→ ψ′
α (x) = eiθ(x)ψα (x) (124)

正如之前所看到的，Lagrangian的物质部分可以在局域变换下保持不变，

ψα (x)→ ψ′
α (x) = eiθ(x)ψα (x)

Aµ (x)→ A′
µ (x) = Aµ (x) +

1

e
∂µθ (x)

(125)

如果导数 ∂µψ被协变导数 Dµ取代：

Dµ = ∂µ − ieAµ (x) (126)
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现在总 Lagrangian由两项之和给出，

L = Lmatter

(
ψ, ψ̄, A

)
+ Lgauge (A) (127)

其中，Lmatter

(
ψ, ψ̄, A

)
是 Dirac Lagrangian的规范不变拓展：

Lmatter

(
ψ, ψ̄, A

)
= ψ̄

(
i /D −m

)
ψ

= ψ̄
(
i/∂ −m

)
ψ + eψ̄γµψA

µ
(128)

Lgauge (A)是通常的Maxwell项， /D是 γµDµ的简写。因此，QED的总 Lagrangian为

LQED = ψ̄
(
i /D −m

)
ψ − 1

4
F 2 (129)

注意，现在物质场和规范场都是动力学自由度。

QED Lagrangian具有局域规范不变性。因此，它也具有局域守恒流。事实上，前面
用来证明如果存在连续的全局对称性，就存在守恒 (Noether)流的论点，同样适用于规
范不变的 Lagrangian。事实上，在任意的无穷小规范变换下

δψ = iθψ δψ̄ = −iθψ̄ δAµ =
1

e
∂µθ (130)

QED Lagrangian保持不变（即 δL = 0）。L的任意变分为

δL =
δL
δψ
δψ +

δL
δ∂µψ

δ∂µψ +
(
ψ ↔ ψ̄

)
+

δL
δ∂µAν

δ∂µAν +
δL
δAµ

δAµ (131)

利用运动方程和规范变换形式后，δL可以写成以下形式

δL = ∂µ [j
µ (x) θ (x)]− 1

e
F µν (x) ∂µ∂νθ (x) +

δL
δAµ

1

e
∂µθ (x) (132)

其中，jµ (x)是电子数流：

jµ = i

(
∂L
δ∂µψ

ψ − ψ̄ δL
δ∂µψ̄

)
(133)

对于平滑的规范变换 θ (x)，由于场张量 Fµν 的反对称性，式 (132)中的 F µν∂µ∂νθ 项消

失了。因此可以写出

δL = θ (x) ∂µj
µ (x) + ∂µθ (x)

[
jµ (x) +

1

e

δL
δAµ (x)

]
(134)

第一项告诉我们，由于无穷小规范变换 θ (x)是任意的，所以局域的 Dirac流 jµ (x)是守

恒的（即 ∂µj
µ = 0）。

用以下关系式定义电荷（或规范）流 jµ (x)

Jµ (x) ≡ δL
δAµ (x)

(135)
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即进入规范场 Aµ运动方程（即Maxwell方程）的流。由于无穷小规范变换的变化也是
任意的，因此需要式 (134)中第二项消失，这告诉我们电荷流和数量流的关系为

Jµ (x) = −ejµ (x) = −eψ̄γµψ (136)

这一关系告诉我们，既然 jµ (x)是局域守恒的，那么 Q0也是全局守恒的，

Q0 =

∫
d3xj0 (x) ≡

∫
d3xψ† (x)ψ (x) (137)

这意味着电荷 Q全局守恒：

Q ≡ −eQ0 = −e
∫
d3xψ† (x)ψ (x) (138)

这一特性证明了将耦合常数 e解释为电荷是正确的。特别是，式 (125)的规范变换告诉
我们，物质场 ψ (x)代表了携带元电荷±e的激发。从这个角度看，电荷可以被视为量子
数。这种观点在强耦合极限的量子理论中非常有用。此时在特殊情况下，激发可能会获

得不寻常的量子数。这不是 QED的情况，但却是许多一维和二维空间理论的情况，可
应用于凝聚态系统，如聚乙炔，或强磁场中的二维电子气（即分数量子 Hall效应），或
有磁单极子的规范理论。

7.2 量子色动力学

量子色动力学 (QCD) 是强子物理中强相互作用的规范场理论。在这一理论中，强
子的基本成分夸克由 Dirac 旋量场 ψi

α (x) 表示。该理论还包含一组代表胶子的规范场

Aa
µ (x)。夸克场既有 Dirac指标 α = 1, · · · , 4，也有色指标 i = 1, · · · , Nc，其中 Nc 是色

的数量。在粒子物理中的弱相互作用、强相互作用和电磁相互作用的标准模型中，以及

在 QCD中，另外还有Nf = 6种味的夸克，分为三代，每代由一种味指数标记，以及六

种味的轻子，也分为三代。味对称性是理论的全局对称性。

假定夸克在规范（或色）群 G的基础表示下发生变换，例如 SU (Nc)。理论在规范

变换群下是不变的。在QCD中，色群是 SU (3)，因此Nc = 3。色对称性是一种非 abelian
规范对称性。要确保局域规范不变性，就需要规范场Aµ。在分量形式中，有Aµ = Aa

µλ
a，

其中 λa是 SU (Nc)的生成元。因此，a = 1, · · · , D (SU (Nc))，且D (SU (Nc)) = N2
c − 1。

对于 SU (3)，N2
c − 1 = 8，因此有八个生成元。

Lagrangian的规范不变物质项 Lmatter是

Lmatter

(
ψ, ψ̄, A

)
= ψ̄

(
i /D −m

)
ψ (139)

其中 /D = /∂ − ig /A ≡ /∂ − ig /Aa
λa是协变导数。Lagrangian的规范场项 Lgauge，

Lgauge (A) = −
1

4
trFµνF

µν ≡ −1

4
F a
µνF

µν
a (140)
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是 Yang-Mills Lagrangian。QCD的总 Lagrangian为

LQCD = Lmatter

(
ψ, ψ̄, A

)
+ Lgauge (A) (141)

能定义色荷吗？由于色群是非 abelian的，所以它有不止一个生成元。之前已经证
明，群中有多少个生成元，就有多少个守恒流。现在，在一般情况下，群中的生成元互

不对易。例如，在 SU (2)中，只有一个对角生成元 J3，而 SU (3)中只有两个对角生成

元，以此类推。能否同时定义所有的全局荷 Qa？

Qa ≡
∫
d3xψ† (x)λaψ (x) (142)

容易证明，任何一对荷的 Poisson括号一般都不为零。当把理论量子化时，荷 Qa 遵循

与群生成元本身相同的对易关系。因此，在量子理论中，唯一可以分配给态的荷恰好与

标记表示的量子数相同。因此，如果群是 SU (2)，就只能给态分配 Casimir算符平方 J2

和投影 J3的值。类似的限制也适用于 SU (3)和其他 Lie群。

8 时空对称性和能量-动量张量

目前为止只考虑了内部对称性的作用。现在转向时空对称性，考虑坐标变换的作

用。在这种更普遍的情况下，我们不得不要求作用量的不变性，而不仅仅是 Lagrangian
的不变性，就像对内部对称性所做的那样。

有三个连续时空对称性很重要：(1)平移不变性；(2)旋转不变性；(3)时间同质性。
旋转是 Lorentz 变换的一个子群，而空间和时间平移则是不均匀 Lorentz 变换（在相对
论情况下）和 Galilean变换（在非相对论情况下）的例子。不均匀 Lorentz变换也组成
了一个群，称为 Poincaré群。注意，上一节中讨论的变换是更一般坐标变换的特殊情况。
然而重要的是，在大多数情况下，一般坐标变换并不是任意系统的对称性。它们是广义

相对论的对称性。

下面将考虑系统对无穷小坐标变换的响应，其形式为

x′µ = xµ + δxµ (143)

其中 δxµ可以是时空点 xµ的函数。在坐标变换下，场的变化为

ϕ (x)→ ϕ′ (x′) = ϕ (x) + δϕ (x) + ∂µϕδx
µ (144)

其中，δϕ是 ϕ在没有改变坐标的情况下的变化（即泛函变化）。在这种记号中，通过一

个常矢量 aµ 进行的均匀无穷小平移为 δxµ = aµ，绕空间轴的无穷小旋转为 δx0 = 0和

δxi = ϵijkθjxk。
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一般来说，在坐标和场都任意变化的情况下，系统的作用量并不是不变的。事实上，

在任意改变坐标 xµ → x′µ (xµ)的情况下，体积元 d4x不是 xµ → x′µ (xµ)，体积元 d4x并

不是不变的，而是通过一个乘法因子发生变化，其形式为

d4x′ = d4xJ (145)

其中 J 是坐标变换的 Jacobian

J =
∂x′1 · · · x′4
∂x1 · · · x4

≡
∣∣∣∣det(∂x′µ∂xν

)∣∣∣∣ (146)

对于无穷小变换 x′µ = xµ + δxµ (x)有

∂x′µ
∂xν

= gνµ + ∂νδxµ (147)

由于 δxµ较小，Jacobian近似为

J =

∣∣∣∣det(∂x′µ∂xν

)∣∣∣∣ = ∣∣det (gνµ + ∂νδxµ
)∣∣ ≈ 1 + tr (∂νδxµ) +O

(
δx2
)

(148)

所以

J ≈ 1 + ∂µδxµ +O
(
δx2
)

(149)

一般来说 Lagrangian本身并不是不变的。例如，尽管我们总是对 Lagrangian不是 x的显

式函数的系统感兴趣，但在给定的坐标变换下，这些系统一般都不是不变的。而且，在

坐标变化的情况下，场也可能发生变化。因此，δL一般不为零。

L的最一般的变分是

δL = ∂µLδxµ +
δL
δϕ
δϕ+

δL
δ∂µϕ

δ∂µϕ (150)

如果 ϕ服从运动方程，
δL
δϕ

= ∂µ
δL
δ∂µϕ

(151)

则服从运动方程的解的一般变化 δL为

δL = δxµ∂µL+ ∂µ

(
δL
δ∂µϕ

δϕ

)
(152)

作用量的总变化是两项总和

δS = δ

∫
d4xL =

∫
δd4xL+

∫
d4xδL (153)

其中，积分测度的变化是由于 Jacobian因子引起的，

δd4x = d4x∂µδx
µ (154)
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因此，δS 为

δS =

∫
d4x

[
(∂µδx

µ)L+ δxµ∂µL+ ∂µ

(
δL
δ∂µϕ

δϕ

)]
(155)

由于 ϕ的总变分 δTϕ是场的泛函变化加上坐标变换引起的场的变化之和，

δTϕ ≡ δϕ+ ∂µϕδx
µ (156)

可以把 δS写成两个贡献之和：一个是坐标变化引起的，另一个是场的泛函变化引起的：

δS =

∫
d4x

[
(∂µδx

µ)L+ δxµ∂µL+ ∂µ

(
δL
δ∂µϕ

(δTϕ− ∂νϕδxν)
)]

(157)

因此，对于作用量的变化，有

δS =

∫
d4x

{
∂µ

[(
gµνL −

δL
δ∂µϕ

∂νϕ

)
δxν
]
+ ∂µ

[
δL
δ∂µϕ

δTϕ

]}
(158)

在讨论内部对称性的情况时已经遇到过第二项。第一项表示坐标改变后作用量 S 的变

化。

现在举几个具体的例子。为简化问题只考虑坐标变换的影响。为简单起见这里只讨

论标量场的情况。

8.1 时空平移

在均匀无穷小平移 δxµ =µ的情况下，场 ϕ不会发生变化：

δTϕ = 0 (159)

现在作用量的变化是

δS =

∫
d4x∂µ

(
gµνL − δL

δ∂µϕ
∂νϕ

)
aν (160)

对于一个孤立且平移不变的系统来说，在重新定义坐标系原点的情况下，作用量一定不

会改变。因此 δS = 0。由于 aµ是任意的，因此张量 T µν

T µν ≡ −gµνL+
δL
δ∂µϕ

∂νϕ (161)

守恒：

∂µT
µν = 0 (162)

张量 T µν被称为能量-动量张量。命名的原因如下。由于 T µν是局域守恒的，根据Noether
定理，可以定义 4-矢量 P ν

P ν =

∫
d3xT 0ν (x, x0) (163)
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这是一个运动常量。具体而言，P 0为

P 0 =

∫
d3xT 00 (x, x0) ≡

∫
d3x

[
−L+

δL
δ∂0ϕ

∂0ϕ

]
(164)

但 δL
δ∂0ϕ
就是正则动量 Π(x)：

Π(x) =
δL
δ∂0ϕ

(165)

很容易认识到，P 0的定义式 (164)中括号内的量就是 Hamiltonian密度H：

H = Π∂0ϕ− L (166)

因此，P ν 的时间分量就是系统的总能量：

P 0 =

∫
d3xH (167)

空间分量 P j 为

P j =

∫
d3xT 0j =

∫
d3x

[
−g0jL+

δL
δ∂jϕ

∂jϕ

]
(168)

因此由于 g0j = 0，得到

P =

∫
d3xΠ(x)∂ϕ (x) (169)

矢量 P等于总线动量，因为 (1)它是运动常量，(2)它是无穷小空间平移的生成元。出
于同样的原因，我们将把分量 T 0j (x)确定为线动量密度 Pj (x)。必须强调的是，正则

动量 Π(x)和总线动量密度 Pj 显然是完全不同的物理量。正则动量是一个与 ϕ场正则

共轭的场，而总动量则是储存在场内的线动量（即质心的线动量）。

8.2 转动

如果作用量在全局无穷小 Lorentz变换下是不变的，其中空间转动是其中一种特殊
情况，

δxµ = ων
µxν (170)

其中 ων
µ 是无穷小且反对称的，那么作用量的变分为零：δS = 0。如果 ϕ是标量场，那

么 δTϕ也为零。旋量场或矢量场则不然，它们会在 Lorentz变换下发生变换。由于这些
场的变换特性，下文定义的角动量张量将缺少代表场的自旋的部分（对于标量场自旋消

失）。这里只考虑标量的情况。

由于标量场 δTϕ = 0，可发现

δS = 0 =

∫
d4x∂µ

[(
gµνL − δL

δ∂µϕ
∂νϕ

)
ωνρxρ

]
(171)

由于 ωνρ是任意的常量，括号中的量也必须定义为守恒流。
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定义张量Mµνρ为

Mµνρ ≡ T µνxρ − T µρxν (172)

式 (171)中括号内的量变为 1
2
ωνρM

µνρ。因此对于任意常数 ω，可发现张量Mµνρ是局域

守恒的：

∂µM
µνρ = 0 (173)

特别地，变换

δx0 = 0 δxj = ωjkxk (174)

表示绕空间轴的无穷小转动，

ωjk = ϵjklθl (175)

其中 θl是三个无穷小 Euler角。因此，我们怀疑Mµνρ必须与总角动量有关。事实上，流

Mµνρ的局域守恒会导致张量 Lνρ的全局守恒：

Lνρ ≡
∫
d3xM0νρ (x, x0) (176)

具体而言，Lνρ的空间分量为

Ljk =

∫
d3x (T0j (x) xk − T0k (x) xj)

=

∫
d3x (Pj (x) xj − Pk (x) xj)

(177)

如果用（赝）矢量 Lj 表示

Lj ≡
1

2
ϵjklLkl (178)

可得

Lj ≡
∫
d3xϵjklxkPl (x) ≡

∫
d3xℓj (x) (179)

矢量 Lj 是无穷小转动的生成元，因此与总角动量相等，而 ℓj (x)则是相应的（空间）角

动量密度。注意，由于处理的是标量场，因此角动量密度不存在自旋贡献。

式 (176)中的广义角动量张量 Lνρ并非平移不变的，因为坐标系原点位移 aµ时，L
νρ

会发生 aνP ρ − aρP ν 的变化。真正的固有角动量由 Pauli-Lubanski矢量W µ给出，

W µ = −1

2
ϵµνλρ

LνλP ρ

√
P 2

(180)

在 P = 0的静止系中，它还原为角动量。

最后，如果角动量张量Mµνλ的形式为

Mµνλ = T µνxλ − T µλxν (181)

那么能量-动量张量 T µν 和角动量张量Mµνλ 的守恒共同导致了能量-动量张量必须是对
称的二阶张量的条件：

T µν = T νµ (182)
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因此得出结论，角动量守恒要求标量场的能量-动量张量 T µν 必须对称。

在式 (161)中导出的 T µν表达式并不明显对称。然而，如果 T µν是守恒的，那么“改

进的”张量 T̃ µν

T̃ µν = T µν + ∂λK
µνλ (183)

也是守恒的，条件是张量 Kµνλ 在 (µ, λ)和 (ν, λ)中是反对称的。总是有可能找到这样

一个张量Kµνλ来使 T µν 对称。改进后的对称的能量-动量张量称为 Belinfante能量-动量
张量。

特别是对于标量场 ϕ (x)而言，其 Lagrangian密度 L为

L =
1

2
(∂µϕ)

2 − V (ϕ) (184)

局域守恒的能量-动量张量 T µν 是

T µν = −gµνL+
δL
δ∂µϕ

∂νϕ ≡ −gµνL+ ∂µϕ∂νϕ (185)

这是对称的。守恒的能量-动量 4-矢量为

P µ =

∫
d3x

(
−g0µL+ ∂0ϕ∂µϕ

)
(186)

因此发现

P 0 =

∫
d3x (Π∂0ϕ− L) =

∫
d3x

[
1

2
Π2 +

1

2
(∇ϕ)2 + V (ϕ)

]
(187)

是场的总能量，且

P =

∫
d3xΠ(x)∇ϕ (x) (188)

是场的线动量 P。两者都是运动常量。

9 电磁场的能量-动量张量

对于 Maxwell 场 Aµ 的情况，直接应用这些方法可以得到一个能量-动量张量 T µν，

其形式为

Tµν = −gµνL+
δL

δ∂νAλ

∂µAλ

=
1

4
gµνF αβFαβ − F νλ∂µAλ

(189)

它服从 ∂µT
µν = 0，因此是局域守恒的。然而，这个张量并不是规范不变的。可以利

用 T µν 定义中的模糊性，构建一个规范不变且守恒的能量-动量张量。因此，如果选择
Kµνλ = FνλAµ，它在指数 ν 和 λ上是不对称的，就可以构造出所需的规范不变且守恒

的能量-动量张量，
T̃ µν =

1

4
gµνF 2 − F ν

λF
µλ (190)
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其中使用了自由电磁场的运动方程，∂λFνλ = 0。注意，这个“改进的”能量-动量张量
既是规范不变的，也是对称的。

由此发现 4-矢量
P µ =

∫
x0 fixed

d3xT̃ µ0 (191)

是运动常量。因此可以确定

P 0 =

∫
x0 fixed

d3xT̃ 00 =

∫
x0 fixed

d3x
1

2

(
E2 +B2

)
(192)

为 Hamiltonian，且

P i =

∫
x0 fixed

d3xT̃ i0 =

∫
x0 fixed

d3x (E×B)i (193)

为电磁场的线动量（或 Poynting矢量）。

10 能量-动量张量和几何变化

能量-动量张量 T µν 出现在经典场论中，是物理系统在空间和时间上平移不变性的

结果。上一节中看到，对于标量场，T µν 是一个对称张量，这是角动量守恒的结果。其

定义并不要求 T µν 具有任何确定的对称性。然而，总是有可能通过添加一个适当选择的

反对称守恒张量来修正 T µν，从而找到对称版本的 T µν。鉴于这一事实，我们自然会问

是否有一种方法可以定义能量-动量张量使其始终对称？如果要考虑包含非标量场系统
的理论，这个问题就变得非常重要。

我们可以把 T µν 看作是由于系统所处的几何发生变化而导致的作用量变化。经典

物理学中，当一个物体以某种方式形变时，一般来说它的能量会增加，因为必须对物体

做一些功才能使它形变。物体的形变是几何的变化，在这种变化中物体的各个组成部分

都在发生变化。这种几何变化的例子包括剪切、扩张、弯曲和扭曲。与此相反，有些变

化不耗费任何能量，因为它们是对称操作。对称操作的例子有平移和旋转。这些对称操

作可以看作是物体各部分坐标的简单变化，不会改变物体的几何属性（如不同点之间的

距离和角度）。因此，坐标变换不会改变系统的能量。同类论证适用于任何动力学系统。

在最一般的情况下，必须考虑保持作用量不变的变换。这就需要考虑时空几何的变化如

何影响动力学系统的作用量。

空间（和时空）的度规张量编码了系统演化的几何信息。度规张量是对称张量，它

规定了如何测量一对邻近点 x和 x+ dx之间的距离 |ds|：

ds2 = gµν (x) dxµdxν (194)

在坐标的任意局域变化 xµ → xµ + δxµ下，度规张量发生如下变化：

g′µν (x
′) = gλρ (x)

∂xλ

∂x′µ
∂xρ

∂x′ν
(195)
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对于无穷小变化，度规张量的泛函变化 δgµν 为

δgµν = −1

2

(
gµλ∂

νδxλ + gλν∂
µδxλ + ∂λgµνδxλ

)
(196)

在坐标变换下不变的体积元为 d4x
√
g，其中 g是度规张量的行列式。

坐标变换会改变时空的度规，但不会改变作用量。物理或几何变化是度规张量的变

化，而不是由坐标变换引起的。对于具有度规张量 gµν (x)的空间中的系统，这里不一

定是Minkowski（或 Euclidean）度规，作用量的变化是度规无穷小变 δgµν (x)的的线性

函数（即“Hooke定律”）。因此，可以将任意无穷小的度规变化引起的作用量变化写成
以下形式

δS =

∫
d4x
√
gT µν (x) δgµν (x) (197)

下面将把比例常数，即张量 T µν 确定为守恒的能量-动量张量。这一定义意味着 T µν 可

被视为作用量对度规的导数

T µν (x) ≡ δS

δgµν (x)
(198)

由于度规张量是对称的，因此这个定义总是产生一个对称的能量-动量张量。

为证明这个能量-动量张量的定义与在上一节中得到的定义一致（这并不是唯一
的！），必须证明刚刚定义的 T µν 形式是坐标变换的守恒流。在坐标的任意局域变化下，

令距离 ds保持不变，度规张量按式 (196)中给出的 δgµν 发生变化。在这种情况下，作

用量的变化 δS 必须为零。如果我们用 δS 代替 δgµν 的表达式，那么分部积分就会得到

一个守恒定律。事实上，对于平直度规的特殊情况，例如Minkowski或 Euclidean度规，
变化 δS 是

δS = −1

2

∫
d4xT µν (x)

(
gµλ∂νδx

λ + gλν∂µδx
λ
)

(199)

因为对于全局坐标变换，Jacobian因子√g和时空测度 d4x都是常数。因此，如果 δS在

任意变化 δx时为零，张量 T µν (x)必须是局域守恒流：即 ∂µT
µν (x) = 0。然而注意，只

有当空间不具有一种称为挠率的性质时，能量-动量张量才能对称。

最后注意，能量-动量张量的这一定义还使我们能够将 T µν 的空间分量确定为系统

的应力-能量张量。事实上，对于不随时间变化的几何变化而言，作用量的变化可以简
化为系统总能量的变化。因此，能量-动量张量的空间分量告诉我们，对于几何的特定
形变，总能量发生了多大变化。而这恰恰就是应力-能量张量！
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