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1 Newton力学原理

1.1 运动定律

第一定律：存在惯性参照系，相对于这些参照系，每个孤立的粒子都保持静止或直

线匀速运动。

一个惯性参照系的存在意味着无穷多个惯性参照系的存在，所有惯性参照系都以恒

定的速度在一条直线上相互运动。这一假设隐含了 Newton的绝对时间概念，绝对时间
本身从其自身性质来看与任何外部事物无关，在所有惯性参照系中都是一样的。如果一

个粒子离所有物质物体足够远，就可以说它是“孤立的”。

第二定律：在任何惯性参照系中，质点的运动都受等式

ma = F (1)

的支配，其中 a是质点的加速度，m是质点的质量，F是作用在质点上的总力。

有一个正常数m与每个粒子相关，称为质量，它在所有惯性参照系中都是相同的。

不同类型的力可以被识别，力的直观概念也可以被赋予可操作的定义。力被认为具有固

有属性，可以独立于 Newton第二定律来确定。

第三定律：每一个作用力都对应着一个相等且相反的反作用力，即如果 Fij 是质点

j 对质点 i施加的力，那么

Fij = −Fji (2)

这是弱形式的作用力与反作用力定律。强形式指出，除了相等和相反的作用力之

外，作用力还沿着粒子之间的连线；两个粒子只能相互吸引或排斥。第三定律在一般情

况下是无效的，因为运动的电荷违反了第三定律。这是由于电磁相互作用的传播速度有

限，这就需要引入电磁场作为这种相互作用的媒介。

在有多个粒子的系统中，假定每个粒子受到的力可以分解为由系统外部施加的外力

和由系统中其他粒子产生的内力。因此，根据第二定律，由 N 个粒子组成的系统中第 i

个粒子的运动方程为

dpi

dt
=

N∑
j=1
j ̸=i

Fij + F
(e)
i (3)

其中

pi = mivi = mi
dri
dt

(4)

表示第 i个粒子的线动量或动量，mi为质量，ri为位置矢量，vi为速度，F
(e)
i 表示粒子

受到的净外力。
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1.2 守恒定律

将式 (3)对所有粒子求和可得∑
i

mi
d2ri
dt2

=
∑
i,j
i ̸=j

Fij +
∑
i

F
(e)
i =

∑
i

F
(e)
i (5)

这是因为 ∑
i,j
i ̸=j

Fij =
1

2

∑
i,j
i ̸=j

(Fij + Fji) = 0 (6)

如下定义质心位置矢量

R =

∑
i miri∑
i mi

≡
∑

i miri
M

(7)

式 (5)的形式为

M
d2R

dt2
=
∑
i

F
(e)
i

def
=== F(e) (8)

其中 F(e)是总外力。上式可以写成

dP

dt
= F(e) (9)

其中系统的总线动量定义为

P =
∑
i

mivi =
∑
i

mi
dri
dt

= M
dR

dt
(10)

线动量守恒定律：如果总外力为零，则粒子系统的总线动量守恒。

系统相对于位置矢量为 rQ的点 Q的总角动量为

LQ =
∑
i

mi (ri − rQ)× (ṙi − ṙQ) (11)

其中，r
(Q)
i = ri − rQ和 v

(Q)
i = ṙi − ṙQ分别是第 i个粒子相对于 Q点的位置矢量和速度

矢量。因此

dLQ

dt
=
∑
i

miv
(Q)
i × v

(Q)
i +

∑
i

(ri − rQ)× ṗi −
∑
i

mi (ri − rQ)× r̈Q

=
∑
i,j
i ̸=j

(ri − rQ)× Fij +
∑
i

(ri − rQ)× F
(e)
i −M (R− rQ)× r̈Q

(12)

其中使用了公式 (3)、(4)和 (7)。可以写出∑
i,j
i ̸=j

(ri − rQ)× Fij =
1

2

∑
i,j
i ̸=j

[(ri − rQ)× Fij + (rj − rQ)× Fji]

=
1

2

∑
i,j
i ̸=j

[(ri − rQ)− (rj − rQ)]× Fij =
1

2

∑
i,j
i ̸=j

(ri − rj)× Fij

(13)
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如果内力服从牛顿第三定律的强形式，则 Fij 与第 j 个粒子指向第 i个粒子的矢量

rij ≡ ri − rj 平行。因此，rij ×Fij = 0，内力矩之和为零。因此，公式 (12)可以改写为

dLQ

dt
= N

(e)
Q −M (R− rQ)× r̈Q (14)

其中

N
(e)
Q =

∑
i

(ri − rQ)× F
(e)
i (15)

是相对于 Q点的总外力矩。如果 Q静止或为质心，则 (14)右侧的第二项消失，剩下

dLQ

dt
= N

(e)
Q (16)

角动量守恒定律：如果总外力矩为零，粒子系统的总角动量守恒。

式 (10) 表示粒子系统的总线动量与粒子系统的全部质量都集中在质心时的计算结
果吻合。对于总角动量还有一个额外的贡献。如果 R是相对于惯性参考系原点 O的质

心位置矢量，ri是第 i个粒子相对于质心的位置矢量，则

ri = r′i +R vi = v′
i +V (17)

其中，v ≡ Ṙ是相对于 O 的质心速度，v′
i ≡ ṙ′i 是第 i个粒子相对于质心的速度。相对

于原点 O的总角动量为

L =
∑
i

miri × vi =
∑
i

mir
′
i × v′

i+

(∑
i

mir
′
i

)
×V+R× d

dt

(∑
i

mir
′
i

)
+MR×V (18)

这里用了 (17)。从 (17)的第一个方程可以得出∑
i

mir
′
i =

∑
i

miri −
∑
i

miR = MR−MR = 0 (19)

因此相对于原点的总角动量可以分解为

L = R×MV +
∑
i

r′i × p′
i (20)

相对于原点的总角动量就是系统完全集中在质心的角动量加上与粒子围绕质心相对运

动的角动量。

总动能的定义是

T =
1

2

∑
i

miv
2
i (21)

利用 (17)可得

T =
1

2

∑
i

miv
′2
i +

1

2

∑
i

miV
2 +V · d

dt

(∑
i

mir
′
i

)
(22)
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因此，由于 (19)，
T =

M

2
V 2 +

1

2

∑
i

miv
′2
i (23)

当系统从构型 A变为构型 B 时，所有力做的功定义为

WAB =
∑
i

∫ B

A

F
(e)
i +

∑
j

j ̸=i

Fij

 · dri =
∑
i

∫ B

A

F
(e)
i · dri +

∑
i,j
i ̸=j

∫ B

A

Fij · dri (24)

另一方面利用运动方程 (3)可以推导出

WAB =
∑
i

∫ B

A

miv̇i · vidt =
∑
i

∫ B

A

d

(
1

2
miν

2
i

)
=

∫ B

A

dT (25)

因此

WAB = TB − TA (26)

即所有力做的功等于动能的变化。

在大多数情况下，这些力是保守的，即来自标势。假设外力有一个势能函数V (e) (r1, · · · , rN)，
则

F
(e)
i = −∇iV

(e) (27)

其中 ∇i = x̂∂/xi + ŷ∂/∂yi + ẑ∂/∂zi是关于变量 ri的 nabla算子。这种情况下，

∑
i

∫ B

A

F
(e)
i · dri = −

∫ B

A

∑
i

∇iV
(e) · dri = −

∫ B

A

dV (e) = V
(e)
A − V

(e)
B (28)

如果 Fij 仅取决于相对位置 rij = ri − rj，并可从势能函数 Vij (rij) (Vij = Vji) 中导出，
那么

Fij = −∇iVij (29)

这种形式确保了弱形式作用—反作用定律的有效性。即

Fij = −∇iVij = +∇jVij = +∇jVji = −Fji (30)

此外，如果 Vij 仅取决于粒子间的距离 sij = |rij|（中心力），则可得

Fij = −∇iVij (sij) = −rij
sij

V ′
ij (sij) (31)

其中，V ′
ij 是 Vij 相对于其参数的导数。因此，Fij 沿着粒子的连线指向，牛顿第三定律

的强形式成立。

5



根据公式 (30)可以写出∑
i,j
i ̸=j

∫ B

A

Fij · dri =
1

2

∑
i,j
i ̸=j

∫ B

A

(Fij · dri + Fji · drj) =
1

2

∑
i,j
i ̸=j

∫ B

A

Fij · d (ri − rj)

= −1

2

∑
i,j
i ̸=j

∫ B

A

∇iVij · drij = −1

2

∑
i,j
i ̸=j

∫ B

A

∇ijVij · drij = −1

2

∑
i,j
i ̸=j

Vij

∣∣∣∣∣∣∣∣
B

A

(32)

其中，∇ij 表示相对于向量 rij 的梯度，∇iVij = ∇ijVij 是明显的性质。最后，结合式

(24)、(26)、(28)和 (32)，可以发现

(T + V )A = (T + V )B (33)

其中

V = V (e) +
1

2

∑
i,j
i ̸=j

Vij (34)

能量守恒定律：如果所有的力都是保守的，那么粒子系统的总能量 E = T + V 守

恒。

2 约束

约束是对力学系统粒子可能位置或速度的限制，先验地限制了粒子的运动。约束是

对系统施加的运动学性质的限制。因此，这种限制先于动力学，必须在确定系统的运动

方程时加以考虑。由运动方程产生的动力学性质的限制并不是约束。

2.1 完整约束

如果 ξ1, · · · , ξM 是用于描述力学系统构型的任意坐标，如果可以用以下形式的方程
表示，则称该约束为完整的

f (ξ1, · · · , ξM , t) = 0 (35)

仅通过坐标之间的函数关系，可能还有显式的时间依赖关系。无法如此表示的约束条件

被称为非完整的。

定义：完整系统是一个力学系统，其约束条件均形为式 (35)。
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图 1: 限制在运动表面上的粒子的虚位移和实位移。

特别是在刚体动力学中，经常会出现一些约束条件，这些约束条件可以用涉及速度

的方程来表示，即形式如下的微分方程

g
(
ξ1, · · · , ξM , ξ̇1, · · · , ξ̇M , t

)
= 0 (36)

一般这类方程无法通过积分还原为 (35)的形式，因此无法成为完整的。(36)形式的
不可积分约束限制了系统可能的位移，但并不对可能的构型施加任何限制，因此所有构

型都是先验可及的。如果最初以 (36) 形式表示的约束或约束集合可以通过积分还原为
(35)形式，则称其为完整的。

3 虚位移和 d’Alembert原理

力学系统的构型由其每个粒子的瞬时位置定义。对于一个受约束的力学系统来说，

在任何瞬时 t都有无限多种可能的构型，即符合约束条件的构型。

3.1 虚位移

在同一时刻将一个可能构型变为另一个可能构型的微小位移称为虚位移。更确切地

说，给定一个由N 个粒子组成的系统，虚拟位移 δri，i = 1, · · · , N，是从位置 r1, · · · , rN
开始的无穷小位移。这些位移是瞬时进行的，并具有与约束条件相匹配的特性。简而言

之，虚位移的定义属性是 (1)无穷小；(2)在固定瞬间发生；(3)不违反约束条件。

一个粒子被限制在一个运动表面上。设 f (r, t) = 0为曲面方程。虚位移必须符合约

束条件，即点 r和位移点 r+ δr必须在同一时间 t属于曲面：

f (r+ δr, t) = 0 =⇒ f (r, t) +∇f · δr = 0 =⇒ ∇f · δr = 0 (37)

由于在 t时刻，∇f 垂直于表面，因此在同一时刻，虚位移 δr与表面相切。
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但注意，实位移 dr是在时间间隔 dt内发生的。因此，为了让粒子留在表面上，必

须满足以下条件

f (r+ dr, t+ dt) = 0 =⇒ ∇f · dr+ ∂f

∂t
dt = 0 (38)

只要 ∂f/∂t ̸= 0，实位移 dr就不与表面相切。只有在固定时间进行的虚拟位移 δr

才与表面相切，即使它在移动。

3.2 虚功

如果质点所在的表面是理想的光滑表面，那么表面对质点的接触力就没有切向分

量，因此是表面的法向力。因此，即使表面处于运动状态，质点发生虚拟位移时约束力

做的功也为零，这与实际位移时做的功不同，后者不一定为零。

在许多情况下约束力的总虚功为零。但存在滑动摩擦力的情况除外，因为相关的虚

位移为零，约束力的虚功也不为零。摩擦是一种严格意义上的宏观现象，对于力学一般

公式的发展并不重要。在虚位移过程中，相关力不做功的约束称为理想约束。我们仅限

于考虑完全受理想约束的力学系统。

3.3 虚功原理

Newton力学公式的特征是一组微分方程

mir̈i = Fi i = 1, · · · , N (39)

其中，Fi是第 i个粒子上的总力或合力，应是位置、速度和时间的已知函数。一旦确定

了初始时刻的位置和速度，这个微分方程系统就能为 ri (t)找出唯一的解。

存在约束条件的情况下牛顿公式并不方便。首先，通常需要使用比指定系统配置所

需更多的坐标。例如，当约束是完整的，位置 r1, · · · , rN 并非相互独立，因此 Newton方
法需要使用冗余变量。此外，第 i个粒子所受的总力可分解为

Fi = F
(a)
i + fi (40)

其中，F
(a)
i 是作用力，fi是约束力。困难在于我们并不先验地知道约束力如何取决于位

置和速度。我们知道的是约束力产生的效果。我们也可以说，外加的力才是运动的真正

原因，约束力只是为了确保在时间过程中保持几何或运动学上的限制。Newton第二定
律和第三定律的强力形式无法正确描述某些约束系统的运动。

我们希望经典力学的表述尽可能简洁，即只涉及作用力，只使用独立坐标。当所有

约束条件都是完整的时候，Lagrange形式就能实现这一目标。
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首先考虑一种静态情况，即处于平衡状态的粒子系统。在这种情况下，Fi = 0，无

论虚拟位移 δri可能是多少， ∑
i

Fi · δri = 0 (41)

借助分解式 (40)可得 ∑
i

F
(a)
i · δri +

∑
i

fi · δri = 0 (42)

限制在约束力的虚功为零的广泛情况下就得出了虚功原理：∑
i

F
(a)
i · δri = 0 (43)

根据这一原理，我们可以仅用外力来表示受约束系统的平衡条件。

3.4 d’Alembert原理

动力学中可以通过将 Newton第二定律写成 Fi − ṗi = 0的形式将其简化为静力学，

其中 pi = miṙi。根据 d’Alembert的解释，系统中的每个质点都在一个合力的作用下处
于“平衡”状态，这个合力就是实际力加上一个等于 −ṗi的“有效反向力”。这个虚构

的附加力是存在于非惯性系中的惯性力，它与粒子一起运动，也就是说粒子在非惯性系

中保持静止。此时的方程不是 (41)，而是∑
i

(ṗi − Fi) · δri = 0 (44)

不管虚位移 δri 是多少，其显然是正确的。再次使用分解式 (40)，并假设约束力的虚功
为零，可以得出 d’Alembert原理∑

i

(
ṗi − F

(a)
i

)
· δri = 0 (45)

该原理是虚功原理在力学运动系统中的延伸。对于约束系统而言，d’Alembert 原理是
Newton方法的一个重大飞跃，因为它排除了对约束力的任何依赖。但在具体应用中，必
须考虑到虚位移 δri并不是独立的，它们必须与约束相协调。

4 广义坐标和 Lagrange方程

4.1 广义坐标

只要系统是完整的，就可以引入一定数量的 n 个自变量，一般用 q1, · · · , qn 表示，
称为广义坐标，这样：(a)每个粒子的位置矢量在任何时刻都由 q的值决定；(b)假设约
束条件为 (35)，如果用 q表示，则约束条件完全相同。
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考虑一个由 N 个粒子组成的机械系统，它受 p个完整约束条件的限制

f1 (r1, ..., rN , t) = 0
...

fp (r1, ..., rN , t) = 0

(46)

在 3N 个坐标 (x1, y1, z1) , · · · , (xN , yN , zN)中，只有 n = 3N − p个坐标是相互独立的，

因此系统具有 n个自由度。可以引入 n个广义坐标 q1, · · · , qn，其中

ri = ri (q1, · · · , qn, t) i = 1, · · · , N (47)

其与式 (46)完全一致。一个完整力学系统的自由度与广义坐标的数量一样多，而广义坐
标是在任何时刻指定其构型所必需的。用几何语言，在每个瞬时，式 (46)在维数为 3N

的空间中定义了一个维数为 n的曲面，式 (47)是曲面的参数方程。

广义坐标的每一组数值都定义了系统的构型，即所有粒子在任何时刻的位置。坐标

轴与广义坐标相对应的笛卡尔空间称为系统的构型空间。不过，将构型空间表示为笛卡

尔空间只是一种象征化。严格来说，构型空间具有可微流形的数学结构，这也是它被称

为构型流形的原因。

通过 (47)引入广义坐标后，虚位移 δri可以用独立的虚拟位移 δqk 表示，即

δri =
n∑

k=1

∂ri
∂qk

δqk (48)

这是因为时间是固定的。另一方面

vi =
dri
dt

=
n∑

k=1

∂ri
∂qk

q̇k +
∂ri
∂t

(49)

由于约束力没有出现在 d’Alembert原理中，因此外力的上标可被去掉，采用更简短的符
号 Fi ≡ F

(a)
i 。利用 (48)，外力的虚功变为

N∑
i=1

Fi · δri =
N∑
i=1

n∑
k=1

Fi ·
∂ri
∂qk

δqk ≡
n∑

k=1

Qkδqk (50)

其中

Qk =
N∑
i=1

Fi ·
∂ri
∂qk

(51)

定义为广义力的第 k个分量。尽管名称如此，但只要相应的 qk 没有长度量纲，Qk 就没

有力的量纲；但每个 Qkδqk 项都有功的量纲。

d’Alembert原理涉及的另一个量是
N∑
i=1

ṗi · δri =
N∑
i=1

miv̇i · δri =
N∑
i=1

n∑
k=1

miv̇i ·
∂ri
∂qk

δqk (52)

10



利用以下恒等式

N∑
i=1

miv̇i ·
∂ri
∂qk

=
N∑
i=1

{
d

dt

(
mivi ·

∂ri
∂qk

)
−mivi ·

d

dt

(
∂ri
∂qk

)}
(53)

在 (53)的最后一项中，可以使用以下结果

d

dt

(
∂ri
∂qk

)
=

n∑
l=1

∂

∂ql

(
∂ri
∂qk

)
q̇l +

∂

∂t

(
∂ri
∂qk

)
=

∂

∂qk

(
n∑

l=1

∂ri
∂ql

q̇l +
∂ri
∂t

)
=

∂vi

∂qk
(54)

这里使用了 (49)，从现在起 q和 q̇被视为独立的量，因此关于 q的偏导数将 q̇视为常数，

反之亦然。此外，从 (49)可以立即发现

∂vi

∂q̇k
=

∂ri
∂qk

(55)

这样就可以将式 (53)转换为以下形式

N∑
i=1

miv̇i ·
∂ri
∂qk

=
N∑
i=1

{
d

dt

(
mivi ·

∂vi

∂q̇k

)
−mivi ·

∂vi

∂qk

}

=
N∑
i=1

{
d

dt

[
∂

∂q̇k

(
1

2
miν

2
i

)]
− ∂

∂qk

(
1

2
miν

2
i

)}
=

d

dt

(
∂T

∂q̇k

)
− ∂T

∂qk

(56)

其中

T =
1

2

N∑
i=1

miv
2
i (57)

是系统的动能。我们可以假设动能 T 和广义力的分量Qk完全可以通过公式 (47)和 (49)
用 q和 q̇来表示。将 (50)、(52)和 (56)代入 (45)可得

n∑
k=1

{
d

dt

(
∂T

∂q̇k

)
− ∂T

∂qk
−Qk

}
δqk = 0 (58)

由于 δq 相互独立且任意，只有当每个 δqk 的系数为零时上式才能成立。因此可以推断

出以下方程
d

dt

(
∂T

∂q̇k

)
− ∂T

∂qk
= Qk k = 1, · · · , n (59)

有时也称为 Lagrange 方程。不过我们将把这一名称留给最重要的情形，即外加力可以
从势能中推导出来。

4.2 Lagrange方程

当外加力 Fi可以从标量势能 V (r1, · · · , rN , t)中导出时，方程 (59)的形式就特别简
洁。在这种情况下

Fi = −∇iV = −
(
∂V

∂xi

x̂+
∂V

∂yi
ŷ +

∂V

∂zi
ẑ

)
(60)

11



而广义力的写法是

Qk =
N∑
i=1

Fi ·
∂ri
∂qk

= −
N∑
i=1

(
∂V

∂xi

∂xi

∂qk
+

∂V

∂yi

∂yi
∂qk

+
∂V

∂zi

∂zi
∂qk

)
= −∂V

∂qk
(61)

其中使用了链式法则。根据式 (47)，势能 V 仅表示为 q 的函数，与广义速度无关。将

(61)插入 (59)，结果是
d

dt

(
∂T

∂q̇k

)
− ∂

∂qk
(T − V ) = 0 (62)

由于 ∂V/∂q̇k = 0，上式等价于

d

dt

[
∂

∂q̇k
(T − V )

]
− ∂

∂qk
(T − V ) = 0 (63)

用以下公式定义 Lagrange函数或 Lagrangian L

L = T − V (64)

系统的运动方程形式为

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= 0 k = 1, · · · , n (65)

从现在起把式 (65)称为 Lagrange方程。

式 (65) 由 n 个二阶常微分方程组成，只要在某个初始时刻 t0 的 2n 个初始条件

q1 (t0) , · · · , qn (t0)和 q̇1 (t0) , · · · , q̇n (t0)就可以唯一确定。当所有广义坐标都确定为时间
函数后，系统中每个粒子在任意时间 t的位置由式 (47)给出。

4.3 Lagrange方程的不变性

如果 Q1, · · · , Qn是新的广义坐标，它们是原坐标 q1, · · · , qn的可微函数，我们有

Qk = Gk (q1, · · · , qn, t) k = 1, · · · , n (66)

反之

qk = gk (Q1, · · · , Qn, t) k = 1, · · · , n (67)

可逆性要求变换的 Jacobian满足以下条件：

∂ (q1, · · · , qn)
∂ (Q1, · · · , Qn)

≡ det

(
∂qk
∂Ql

)
=

(
∂ (Q1, · · · , Qn)

∂ (q1, · · · , qn)

)−1

̸= 0 (68)

坐标变换 (66)被称为点变换，因为它将 q 所描述的构型空间中的点映射到 Q所描述的

构型空间中的点。在数学术语中，双射可微对象 G，若其逆为 g = G−1也可微，称其为

微分同胚，Q的构型空间微分同胚于 q的构型空间。
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对式 (67)求时间导数可得

q̇k =
n∑

l=1

∂qk
∂Ql

Q̇l +
∂qk
∂t

(69)

这是因为
∂q̇k

∂Q̇l

=
∂qk
∂Ql

(70)

变换后的 Lagrangian L̄
(
Q, Q̇, t

)
就是用

(
Q, Q̇, t

)
表示的原始拉格朗日 L (q, q̇, t)：

L̄
(
Q, Q̇, t

)
= L

(
q (Q, t) , q̇

(
Q, Q̇, t

)
, t
)

(71)

由于 ∂qk/∂Q̇l = 0，可写出

∂L̄

∂Q̇i

=
n∑

k=1

(
∂L

∂qk

∂qk

∂Q̇i

+
∂L

∂q̇k

∂q̇k

∂Q̇i

)
=

n∑
k=1

∂L

∂q̇k

∂qk
∂Qi

(72)

因此

d

dt

(
∂L̄

∂Q̇i

)
=

n∑
k=1

[
d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
∂qk
∂Qi

+
∂L

∂q̇k

d

dt

(
∂qk
∂Qi

)]
=

n∑
k=1

[
d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
∂qk
∂Qi

+
∂L

∂q̇k

∂q̇k
∂Qi

] (73)

其中使用了公式 (54)，用 qk 代替 ri，用 Qi代替 qk。上式与

∂L̄

∂Qi

=
n∑

k=1

(
∂L

∂qk

∂qk
∂Qi

+
∂L

∂q̇k

∂q̇k
∂Qi

)
(74)

根据 (65)
d

dt

(
∂L̄

∂Q̇i

)
− ∂L̄

∂Qi

=
n∑

k=1

[
d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk

]
∂qk
∂Qi

= 0 (75)

完成证明。Lagrange方程在微分同胚下是不变的。

虽然可以用任意广义坐标来表示，但 Lagrangian L = T − V 最初必须用相对于惯性

参照系的位置和速度来表示。

5 广义势和耗散函数

5.1 广义势

如果可以通过方程 U (q1, · · · , qn, q̇1, · · · , q̇n, t)导出广义力

Qk = −∂U

∂qk
+

d

dt

(
∂U

∂q̇k

)
(76)
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则式 (59)仍可表示式 (65)，其 Lagrangian定义为

L = T − U (77)

函数 U 被称为广义势或速度相关势。式 (76)所包含的力的集合大于保守力的集合，后
者对应于 U 既不依赖于广义速度也不依赖于时间的特殊情况。

5.2 电磁场中带电粒子的 Lagrangian

带电荷 e的粒子在外部电磁场中运动时受到的力是 Lorentz力

F = e

(
E+

1

c
v ×B

)
(78)

根据Maxwell方程组，我们可以用标势 ϕ (r, t)和矢势A (r, t)来表示场，如下：

E = −∇ϕ− 1

c

∂A

∂t
B = ∇×A. (79)

选择粒子本身的 Cartesian坐标作为广义坐标，广义力分量就是 Lorentz力的 Cartesian分
量

F = e

{
−∇ϕ− 1

c

∂A

∂t
+

1

c
v × (∇×A)

}
(80)

我们打算证明对于某个函数 U，FF可以用 (76)的形式表示。但是在 (76)中有一个时间
q全导数，而在 (80)中只有一个时间偏导数。我们可以在 (80)中引入时间全导数，注意
到

dA

dt
=

∂A

∂x
ẋ+

∂A

∂y
ẏ +

∂A

∂z
ż +

∂A

∂t
= (v · ∇)A+

∂A

∂t
(81)

并利用

v × (∇×A) = ∇ (v ·A)− (v · ∇)A (82)

其一般性质为

∇ (a · b) = (a · ∇)b+ (b · ∇) a+ a× (∇× b) + b× (∇× a) (83)

由于 nabla算子只影响位置变量，式 (80)变为

F = e

{
−∇ϕ− 1

c

dA

dt
+

1

c
∇ (v ·A)

}
(84)

利用算子 ∇v = x̂∂/∂ẋ+ ŷ∂/∂ẏ + ẑ∂/∂ż 并考虑到广义坐标和速度被视为自变量，可以

得到

F = e

{
−∇

(
ϕ− 1

c
v ·A

)}
−e

c

dA

dt
= −∇

(
eϕ− e

c
v ·A

)
+

d

dt

[
∇v

(
eϕ− e

c
v ·A

)]
(85)

因为 ϕ和A与速度无关。
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回顾 q1 = x，q2 = y，q3 = z，力 F的形式为 (76)，其中

U = eϕ− e

c
v ·A (86)

由此可见

L = T − U =
mv2

2
− eϕ+

e

c
v ·A (87)

是带电粒子在外电磁场中的 Lagrangian。

5.3 Rayleigh耗散函数

只要广义力的形式为

Qk = −∂U

∂qk
+

d

dt

(
∂U

∂q̇k

)
+Q′

k (88)

其中 Q′
k 表示无法从广义势推导出的广义力部分，运动方程 (59)变为

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
= Q′

k (89)

其中 L = T − U。一种重要的情形是，Q′
k 表示与粒子速度成正比的粘性摩擦力。以

Cartesian分量表示为

F ′
ix = −kixvix F ′

iy = −kiyviy F ′
iz = −kizviz (90)

其中，F ′
i 是第 i个粒子上的耗散力，kix、kiy、kiz 是正常数。为了便于更普遍地处理这

种情况，Rayleigh引入了耗散函数，定义如下

F =
1

2

N∑
i=1

(
kixv

2
ix + kiyv

2
iy + kizv

2
iz

)
(91)

其性质为

F ′
ix = − ∂F

∂vix
F ′
iy = − ∂F

∂viy
F ′
iz = − ∂F

∂viz
(92)

对耗散力在单位时间内所做功的检验显示了 Rayleigh耗散函数的物理意义：

dW ′

dt
=

N∑
i=1

F′
i ·

dri
dt

=
N∑
i=1

F′
i · vi = −

N∑
i=1

(
kixv

2
ix + kiyv

2
iy + kizv

2
iz

)
= −2F (93)

事实证明，2F 是系统能量的耗散率。

广义力的耗散部分可写成

Q′
k =

N∑
i=1

F′
i ·

∂ri
∂qk

=
N∑
i=1

F′
i ·

∂vi

∂q̇k

= −
N∑
i=1

(
∂F
∂vix

∂vix
∂q̇k

+
∂F
∂viy

∂viy
∂q̇k

+
∂F
∂viz

∂viz
∂q̇k

)
= −∂F

∂q̇k

(94)

其中使用了 (55)和链式法则。根据上式，运动方程 (89)变为
d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
− ∂L

∂qk
+

∂F
∂q̇k

= 0 (95)
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6 中心力和 Bertrand定理

考虑一个质点受到一个力的作用，这个力只取决于质点到一个固定点的距离，并沿

着质点和力的中心所确定的线指向质点。考虑到问题的对称性，使用球面坐标 r、θ、ϕ

比较方便，其定义为 x = r sin θ cosϕ、y = r sin θ sinϕ、z = r cos θ。用球面坐标表示，粒

子速度的 Cartesian分量为

ẋ = ṙ sin θ cosϕ+ rθ̇ cos θ cosϕ− rϕ̇ sin θ sinϕ

ẏ = ṙ sin θ sinϕ+ rθ̇ cos θ sinϕ+ rϕ̇ sin θ cosϕ

ż = ṙ cos θ − rθ̇ sin θ

(96)

系统的 Lagrangian形为

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
− V (r) =

m

2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 sin2 θ

)
− V (r) (97)

其中，V (r)是与中心力 F相关的势能。Lagrangian (97)可以通过使用 v = ṙr̂ + rθ̇θ̂ +

rϕ̇ sin θϕ̂更容易得到。

力与位置矢量 r平行，因此相对于原点的力矩为零，角动量 l = r × p是一个恒定

矢量。由于 l与 r和 p定义的平面正交，因此运动发生在垂直于矢量 l的平面内。令 z

轴与 l平行，粒子在 z = 0或 θ = π/2定义的平面内运动。因此，r和 ϕ成为 xy平面上

的极坐标，利用 θ = π/2和 θ̇ = 0，Lagrangian (97)得到了更简单的形式

L =
m

2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
− V (r) (98)

Lagrange方程为

mr̈ −mrϕ̇2 +
dV

dr
= 0 (99)

d

dt

(
mr2ϕ̇

)
= 0 (100)

其中第二个方程的解是

mr2ϕ̇ = l =常数 (101)

即 Kepler面积定律：从太阳到行星的直线在相等的时间内扫过相等的面积。常数 l是角

动量的大小。

根据能量守恒

T + V =
m

2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ V (r) = E =常数 (102)

利用 (100)，上式可以转换为以下形式

E =
m

2
ṙ2 +

l2

2mr2
+ V (r) ≡ m

2
ṙ2 + Veff (r) (103)
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其中

Veff (r) =
l2

2mr2
+ V (r) (104)

式 (103)表明，径向运动等同于粒子在有效势能 Veff (r)中的一维运动。

如果 r = r0 是能量为 E0 的圆轨道，可证明 E0 = Veff (r0)，V ′
eff (r0) = 0，或等价的

l2/mr30 = V ′ (r0)。进一步可证

V
′′

eff (r0) =
3

r0
V ′ (r0) + V

′′
(r0) (105)

利用
d

dt
=

dϕ

dt

d

dϕ
= ϕ̇

d

dϕ
=

l

mr2
d

dϕ
(106)

时间可以从式 (103)中去除，得到新的形式

l2

2mr4

(
dr

dϕ

)2

+ Veff (r) = E (107)

由此得出轨迹方程：

ϕ =

∫
ldr

r2
√

2m [E − Veff (r)]
(108)

6.1 Kepler问题

行星在太阳引力场中的势能为 V (r) = −κ/r，κ = GmM，其中 m是行星的质量，

M 是太阳的质量，G是引力常数。引入变量 u = 1/r，(108)中的积分就变得简单了：

ϕ = −
∫

ldu√
2mE + 2mκu− l2u2

= cos−1 l/r −mκ/l√
2mE + κ2m2/l2

(109)

其中角度原点的选择是为了使积分常数为零。定义

e =

√
1 +

2El2

mκ2
(110)

(109)中 r的解为
1

r
=

mκ

l2
(1 + e cosϕ) (111)

这个方程表示一个以原点为焦点的圆锥截面。如果 E < 0，则 e < 1，轨道是离心率为 e

的椭圆；如果 E = 0（e = 1），轨道是抛物线；如果 E > 0（e > 1），轨道是双曲线。

6.2 Bertrand定理

如果粒子到力中心的距离保持在两个极值之间，即 rmin ⩽ r ⩽ rmax，则称该轨道为

有界轨道。有界轨道并不一定是封闭的：粒子可以在 rmin ⩽ r ⩽ rmax的环形范围内无限
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绕行，而轨迹永远不会闭合。在引力势或库仑势的情况下，所有有界轨道都是封闭的。

J. Bertrand在 1873证明，对于中心势来说，这是一个罕见的现象。

Bertrand定理：所有有界轨道都闭合的中心势只有 V (r) = −κ/r和 V (r) = −κr2，

其中 κ > 0，也就是说，力与距离平方成反比，或者服从 Hooke定律。

证明：设 Φ为从 r = rmin 到 r = rmax 再回到 r = rmin 的完整径向振动过程中的旋

转角度。根据式 (108)

Φ = 2

∫ rmax

rmin

ldr

r2
√
2m [E − Veff (r)]

= 2

∫ umax

umin

ldu√
2m [E −W (u)]

(112)

其中 u = 1/r，

W (u) = Veff

(
1

u

)
=

l2u2

2m
+ V

(
1

u

)
(113)

如果经过整数 (n)次完整的径向摆动后，角位移为 2π 弧度的整数 (m)倍：nΦ = m2π，

则有界轨道为闭合轨道。如果所有有界轨道都是闭合的，那么近圆轨道也同样是闭合

的。正如式 (103)定义的等效一维问题所暗示的，有效势能 Veff (r)在 rmin 和 rmax 之间

的某个 r0处达到最小值。考虑一下半径为 r0、能量为 E0的圆形轨道受到微扰后产生的

有界轨道。令 E = E0 +∆E 并在 u = u0 = 1/r0处展开W (u)到二阶项，结果是

E −W (u) = E0 +∆E −W (u0)−W ′ (u0) (u− u0)−
1

2
W

′′
(u0) (u− u0)

2 (114)

根据 E0 −W (u0) = E0 − Veff (r0) = 0，

W ′ (u0) =

[
l2u

m
− 1

u2
V ′
(
1

u

)]
u=1/r0

=
1

r0

[
l2

m
− r30V

′ (r0)

]
= 0 (115)

且

W
′′
(u0) =

[
l2

m
+

2

u3
V

′
(
1

u

)
+

1

u4
V

′′
(
1

u

)]
u=1/r0

= 3r30V
′ (r0) + r40V

′′
(r0) = r40V

′′

eff (r0)

(116)

因此

E −W (u) = ∆E − 1

2
W

′′
(u0) (u− u0)

2 (117)

而旋转角的表达式 (112)则简化为

Φ = 2l

∫ umax

umin

du√
2m∆E −mW ′′ (u0) (u− u0)

2
(118)

令 a2 = 2∆E/W
′′
(u0)和 u = u0 + a sin θ可得

Φ =
2l√

mW ′′ (u0)

∫ π/2

−π/2

a cos θdθ√
a2
(
1− sin2 θ

)
=

2πl

r20
√
mV

′′
eff (r0)

= 2π

√
V ′ (r0)

3V ′ (r0) + r0V
′′ (r0)

(119)
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改变角动量 l，半径 r0会连续变化，但 Φ是 2π的有理倍数不能连续变化。要解决这个

难题，就必须要求等式链 (119) 中最右边的项是一个与 r0 无关的常数，这就要求势能

V (r)满足微分方程 rV
′′
(r) + 3V ′ (r) = αV ′ (r)，其中 α是一个正常数。因此，可能的

势只有 V (r) = κrβ (β > −2, β ̸= 0)或 V (r) = κ ln r。对于这些势

Φ =
2π√
β + 2

(120)

且对于对数情况 β = 0。对数势是不可接受的，因为 2π/
√
2不是 2π的有理倍数。(120)

不依赖于能量，因此在极限 E → ∞或 E → 0的情况下仍然有效。证明的其余部分的

基本思想是找到这些极限情况下的旋转角表达式，并要求它们与结果 (120)相同。

因为要使有界轨道存在，力必须是有吸引的，V ′ (r) > 0。因此，如果 β > 0则 κ > 0，

如果 −2 < β < 0 则 κ < 0。在 V (r) = κrβ 且 κ > 0、β > 0 的情况下，考虑极限

E → ∞。从等式 E = l2/2mr2 + κrβ 对 r = rmin或 r = rmax都成立可知，当 E → ∞时
有 rmax → ∞和 rmin → 0，因此有 umin → 0和 umax → ∞。改变变量 u = yumax后，式

(112)的旋转角变换为

Φ =
2l√
2m

∫ 1

ymin

dy√
U (1)− U (y)

(121)

其中

U (y) = y2

[
l2

2m
+

κ

(yumax)
β+2

]
(122)

在极限 E → ∞，积分 (121)变为

Φ =
2l√
2m

∫ 1

0

dy√
l2

2m
− l2y2

2m

=
2l√
2m

√
2m

l

∫ 1

0

dy√
1− y2

= π (123)

与 (120)相比较，可发现 β = 2。对于简谐势 V (r) = κr2，容易证明所有轨道都是有界

和封闭的。

在 κ和 β均为负数的情况下，最好写成 κ = −σ和 β = −λ，其中 σ > 0，0 < λ < 2。

在极限 E → ∞ 中，u 的极值是 0 = l2

2mr2
− σ

rλ
= l2u2

2m
− σuλ 的解，即 umin = 0 和

umax = (2mσ/l2)
1/(2−λ)

。E = 0 时用和前面同样的替换 u = yumax，旋转角的表达式

(112)变为

Φ =
2l√
2m

∫ 1

0

dy√
− l2y2

2m
+ σyλ

u2−λ
max

= 2

∫ 1

0

dy√
yλ − y2

(124)

引入新变量 x = y(2−λ)/2可得

Φ =
4

2− λ

∫ 1

0

dx√
1− x2

=
2π

2− λ
=

2π

2 + β
(125)

将这一结果与 (120)进行比较得出 β = −1，证毕。
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注意，在力与距离平方成反比的情况下，Φ = 2π，因此轨道在一次径向振动中闭

合。在 Hooke定律力的情况下，Φ = π，轨道只有在两次完整的径向振动后才会闭合。

在行星距离上，广义相对论通过增加一个与 1/r3 成正比的小项来修正太阳产生的

Newton势。正如 Bertrand定理的预测，行星的轨道并不是封闭的：每颗行星都描述了
一个椭圆，其轴心围绕太阳缓慢旋转。水星受到的影响最为明显。
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